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Así como todo el mundo debe esforzarse para aprender un lenguaje y a escribirlo antes de que 
pueda usarlo libremente para las expresiones de sus pensamientos. Aquí también hay una forma 
de escapar del peso de la formulación. Es la de adquirir tal poder sobre la herramienta... que, sin 
obstáculos, mediante la técnica formal, uno pueda recurrir al verdadero problema. 


(Traducido de Raum, Zeit, Materie, de Hermann Weyl, 
5* Edición, Berlín, 1923, $18) 
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PREFACIO 


ESTE ensayo no pretende ser una introducción a la Lógica Matemática o a los Fundamentos de las 
Matemáticas, aunque las investigaciones matemáticas y los resultados son relevantes para ello. 
Donde estos temas son tratados, he procurado explicarlos breve y claramente, a la vez que evitaba 
las tecnicidades dentro de lo posible. 

De aquellos temas que caen dentro del campo de la filosofía de las matemáticas, me he 
concentrado especialmente en (1) la relación entre las tesis filosóficas y su construcción o 
reconstrucción de las teorías matemáticas y (11) la relación entre las matemáticas puras y las 
matemáticas aplicadas. Los capítulos I, IL, IV y VI están dedicados a la exposición de varias 
perspectivas que son o bien históricamente relevantes o ampliamente sostenidas en el presente. 
Los capítulos MI, V y VI son críticos y llevan en el capítulo VIII a la proposición de una nueva 
posición filosófica. 

Me produce gran placer agradecer a varios de mis amigos y colegas en la Universidad de 
Bristol por sus útiles comentarios y críticas. Mi principal deber es para con el Sr. J. C. Sheperdson, 
quien ha leído el borrador final del libro completo con gran cuidado y quien me ha librado de 
muchas imprecisiones y al menos al menos un error grave. El profesor H. Heilbronn ha leído el 
último capítulo desde el punto de vista de un matemático puro y el doctor D. Bohm desde el de 
un físico teórico. Estos colegas no son, por supuesto, de ninguna forma responsables de mis puntos 
de vista ni de ningún error que quede por descubrir por otros. 

El profesor J. W. Scott me ha hecho el favor de leer la transcripción y de sugerirme varias 
mejoras estilísticas. 

Finalmente, debo agradecer al editor de las series, el profesor Paton, por la cortesía y 
entendimiento que me ha mostrado durante la escritura del libro y, por supuesto, por pedirme que 
lo escribiera. 


INTRODUCCIÓN 


Así como la filosofía del derecho no legisla, o la filosofía de la ciencia no idea o prueba hipótesis 
científicas, tampoco —debemos darnos cuenta desde el principio— la filosofía de las matemáticas 
aumenta el número de teorías y teoremas matemáticos. No son matemáticas. Es una reflexión 
sobre las matemáticas, que da lugar a sus propias preguntas y respuestas. Sin embargo, a pesar de 
la distinción, la conexión entre las dos materias tiende a ser bastante estrecha. Uno no puede 
reflexionar fructíferamente sobre un tema si no se tiene conocimiento de este; y la reflexión sobre 
lo que uno está haciendo puede claramente ser de provecho haciéndo la tarea más eficiente. 

A través de su historia, las matemáticas y la filosofía se han influido la una a la otra. El 
aparente contraste entre el indefinido flujo de impresiones sensibles y las precisas e intemporales 
verdades de las matemáticas ha estado entre las primeras perplejidades y problemas, no solo de la 
filosofía de las matemáticas, sino de la filosofía en general; mientras, las cuentas filosóficas de las 
matemáticas en su relación con las ciencias empíricas y la lógica han, por otra parte, sugerido 
problemas matemáticos e incluso ha dado lugar a nuevas ramas de las propias matemáticas como 
la geometría no euclidiana y los álgebras abstractos de la lógica matemática. 

Dado que el pensamiento matemático no es solo una ocupación altamente especializada, sino 
también parte del asunto común del vivir, los problemas de la filosofía de las matemáticas están 
involucrados tanto con lo que nos es generalmente familiar como con las materias técnicas. Esto 
no es solo característico de la filosofía de las matemáticas. Una distinción similar se encuentra en 
cualquier lugar de la filosofía. Algunos de sus problemas, tal vez el más importante de todos, tiene 
que ver habitualmente con nosotros e independientemente de cualquier preparación especial, 
mientras que otros surgen tarde, como si fuera un viaje largo y más o menos arduo a través de 
algunas disciplinas no filosóficas. 

Entre las preguntas filosófico matemáticas familiares para cualquiera se encuentran algunas 
que surgen de las reflexión sobre enunciados como los siguientes (de los cuales, los tres primeros 
pertenecen a las matemáticas puras y el resto a las aplicadas): 


1. 1+1=23; 
cualquier triángulo (euclidiano) que sea equiángulo es también equilátero; 

3. si un objeto pertenece a una clase de objetos, digamos a, y si a está incluida en otra clase 
de objetos, digamos b, entonces el objeto pertenece a b; 

4. una manzana y una manzana hacen dos manzanas; 

silos ángulos de una pieza de papel triangular son equivalentes entonces también sus lados 

serán equivalentes; 

6. si un animal pertenece a la misma clase de animales que los gatos y si esta clase está 
incluida en la clase de los vertebrados, entonces el animal pertenece a la clase de los 
vertebrados. 


N 


Al considerar estos enunciados, uno podría naturalmente hacerse preguntas tales como: ¿Por 
qué parece ser que tienen que ser necesaria, evidente o indudablemente verdad? ¿Son verdad en 
este particular sentido porque son afirmaciones sobre objetos de un tipo especial —a saber, 
números, formas, clases; o porque son afirmaciones sobre objetos en general o “como tales” —,; o 
porque son posiblemente verdad en este sentido especial debido a que no son afirmaciones sobre 
objetos en absoluto? ¿Se debe su verdad al particular método por el que se han alcanzado o son 
verificables —por ejemplo, un inmediato e incorregible acto de intuición o de entendimiento? 


¿Cuál es la relación entre cada uno de los enunciados de las matemáticas puras y cuál de los 
enunciados de las matemáticas aplicadas le corresponde? 

Las reflexiones pasan de ser cuestiones matemáticas más familiares, a ser menos familiares y 
más técnicas gradual e inevitablemente. Cualquier intento por responder nuestras preguntas sobre 
“] + 1 = 2”, por ejemplo, nos forzará a colocar este enunciado en el contexto de los sistemas de 
números naturales y, posiblemente, en sistemas todavía más grandes. La pregunta que nos hemos 
hecho sobre el enunciado en apariencia aislado se verá inmediatamente extendida al sistema o 
sistemas a los que pertenece. De forma similar nos veremos forzados a indagar en el sistema puro 
o sistemas de la geometría y del álgebra de clases, y sobre la estructura de la aritmética aplicada, 
en la geometría del álgebra de clases. Y esta investigación en lo sucesivo nos llevará la pregunta 
por la estructura y función de las teorías de la matemáticas puras y aplicadas en general. 

Todas las implicaciones de las respuestas que da un filósofo a esta última y central pregunta 
se volverán, por supuesto, más claras al considerar la manera en la que este trata con problemas 
más específicos, en particular los controvertidos. Uno de estos —uno de los más importantes— 
tiene que ver con el análisis apropiado de la noción de infinito. El problema surge al comienzo de 
nuestra reflexión sobre las posibilidades aparentemente ilimitadas de continuación de la secuencia 
de números naturales, y de la subdivisión de la distancia entre dos puntos; y vuelve a surgir más 
tarde y más sutilmente al filosofar sobre cantidades discretas y continuas. Si en la historia de las 
matemáticas una nueva época puede a veces estar marcada por una nueva concepción de las 
cantidades y conjuntos infinitos, esto es todavía más verdadero en la historia de la filosofía de las 
matemáticas. 

Estamos ahora en condiciones para indicar preliminarmente los temas de nuestra presente 
discusión. Estos son, en primer lugar, la estructura y función generales de las proposiciones y 
teorías pertenecientes a las matemáticas puras, en segundo lugar la estructura y función generales 
de las proposiciones y teoría pertenecientes a las matemáticas aplicadas, y en tercer lugar las 
preguntas sobre el papel de la noción de infinito en los varios sistemas en los que aparece. 

El procedimiento a adoptar estará en gran medida determinado por las exigencias de una 
introducción. Deberé empezar bosquejando brevemente las perspectivas de Platón, de Aristóteles, 
de Leibniz y de Kant sobre nuestros tres temas. La razón para esto no es la de proveer una 
descripción histórica —en cualquier caso incompleta. Pero estos filósofos han expresado 
frecuentemente de una manera precisa y simple ideas que han formado principios conductores de 
escuelas modernas de la filosofía de las matemáticas desde los tiempos de Boole y Frege y parece 
natural empezar por ellos. 

El resto de capítulos estarán dedicados a una examinación crítica de la escuela logicista, cuyas 
raíces se remontan por lo menos hasta Leibniz; de la escuela formalista, algunas de cuyas ideas 
principales se pueden encontrar en Platón y en Kant; y de la escuela del intuicionismo, que también 
se remonta a estos dos filósofos. 

Parece deseable que el autor de un libro introductorio tenga puntos de vista sobre su propia 
materia; y que, si no tiene ninguno, encuentre espacio para las exposiciones de algunos de estos. 
Haciendo esto por lo menos permitiría a sus lectores enfocar correctamente y evitar posibles 
malentendidos y malas interpretaciones. He concluido el libro, por lo tanto, como algunas 
muestras de mis propios puntos de vista. 

Puesto que la filosofía de las matemáticas está principalmente involucrada con la exhibición 
de la estructura y función de las teorías matemáticas, parecería ser independiente de cualquier 
afirmación especulativa o metafísica. Aun así podría dudarse de que tal autonomía es incluso en 
principio posible —si no es que ya está restringida por la mera elección de un aparato conceptual 


o terminológico para lidiar con los problemas de la materia, o en efecto por el tipo de problema 
considerado como importante. De hecho todas las filosofías de las matemáticas hasta ahora 
presentadas, y ciertamente aquellas que se discutirán aquí, han sido o bien explícitamente 
desarrolladas dentro del marco de trabajo de algún sistema filosófico mayor o bien han sido 
impregnadas por el espíritu de alguna Weltanschauung [cosmovisión] no formulada. 

Tales presuposiciones filosóficas generales se muestran más claramente cuando el exponente 
de una filosofía de las matemáticas no está interesado en prestar atención a rasgos que algunas 
teorías matemáticas ya poseen, pero mantiene que todas esas teorías matemáticas deberían 
poseerlas o ——que viene a ser lo mismo— asegura que todas las teorías “buenas” o 
“verdaderamente inteligibles” ya las poseen de hecho. La influencias de las convicciones 
metafísicas generales, al prescribir antes que describir, por ejemplo, la forma de un sistema 
numérico, aparecen vívidamente en controversias sobre la admisibilidad o deseabilidad, en dicho 
sistema, de la noción de agregados de infinitos reales, en contraposición a los agregados de 
infinitos meramente potenciales. El confundir la descripción y el programa —confundir “es” con 
“debería ser” o “tendría que ser”— es igual de dañino en la filosofía de las matemáticas como en 
cualquier otra parte. 


ALGUNAS ANTIGUAS PERSPECTIVAS 


HayY un acuerdo casi general sobre que, en la segunda mitad del siglo diecinueve, una nueva era 
en la filosofía de las matemáticas fue iniciada por el trabajo de Boole, Frege, Peirce y algunos 
otros filósofos de mente matemática y matemáticos de mente filosófica. El periodo que comienza 
con ellos cuenta, como rasgo más característico, el reconocimiento de la estrecha relación entre 
los dos campos de las matemáticas y de la lógica; dos campos que, muy extrañamente, hasta el 
momento se habían desarrollado separadamente. La necesidad por relaciones más estrechas fue 
notada en primer lugar por los matemáticos en conexión particularmente con la teoría de 
conjuntos. La ocurrencia, pues, de contradicciones cuya fuente no estaba clara, les pareció que 
necesitaba el auxilio de un análisis lógico; una tarea, no obstante, para la que la más antigua lógica 
se mostró desigual, siendo esta demasiado estrecha de miras e insuficientemente rigurosa en su 
método. Tuvieron que desarrollarse nuevos sistemas de la lógica que estuvieran libres de esos 
defectos. Estos abarcaron los tipos de razonamiento deductivo y de manipulación formal que son 
usados en las matemáticas, y su precisión es la de los sistemas del álgebra abstracta. La nueva era 
está en efecto dominada por intentos por clarificar las matemáticas por medio de la lógica, por 
clarificar la lógica por medio de las matemáticas, y para llegar por ende a una concepción adecuada 
de la relación entre las dos disciplinas, si es que en efecto son dos y no una. 

La riqueza de nuevas ideas, nuevas terminologías y nuevos simbolismos que acompañan las 
nuevas formas de ver las matemáticas y la lógica no debe cegarnos de los elementos de 
continuidad entre la filosofía de las matemáticas anterior a Frege y la posterior a Frege. Los 
cambios revolucionarios han afectado a las herramientas del análisis lógico más de lo que se 
pretendía. Sería más que un error decir que los problemas filosóficos sobre la estructura y función 
de los sistemas de las matemáticas puras y aplicadas, y las varias actitudes fundamentales hacia 
estos problemas, han cambiado irreconociblemente. 


1. El relato de Platón 


Para Platón una importante, quizá más que importante, tarea intelectual era distinguir la 
apariencia de la realidad. Es una tarea requerida no solo para el filósofo contemplativo o para el 
científico sino también, incluso más, para el hombre de acción, en particular el administrador o 
gobernante, que tiene que buscar sus soportes en el mundo de la apariencia y que debe conocer 
cuál es el caso, qué puede hacerse, y qué debe hacerse. Para conseguir orden, teórico o práctico, 
en el mundo de las apariencias, que es siempre cambiante, debemos conocer la realidad, que nunca 
cambia. Solo en la medida en que conocemos esto, podemos entender y dominar el mundo de la 
apariencia de nuestro derredor. 

El descenso desde este alto y, hasta ahora, árido plano de generalidad filosófica de la filosofía 
de las matemáticas puras y aplicadas de Platón —y en efecto también su filosofía de la ciencia y 
de la política— presupone que la distinción entre apariencia y realidad puede hacerse clara. Al 
intentar esto Platón sigue ciertas sugerencias que surgen del uso ordinario en griego de las palabras 
correspondientes a nuestras “apariencia”, “realidad” y sus cognados. Platón por tanto no da a 


entender que el uso ordinario no pueda contener también diferentes sugerencias o que ese uso 
ordinario sea el último estándar del pensamiento filosófico. 

Notó que habitualmente la gente distingue entre una mera apariencia y lo que es real sin 
vacilación. Sus juicios se ajustan a cierto criterio más o menos claro. Así pues, necesitamos un 
objeto real cuya existencia debiera ser más o menos independiente de nuestras percepciones sobre 
este y de la forma en la que lo percibimos; que tuviera un cierto grado de permanencia; que fuese 
capaz de ser descrito con un cierto grado de precisión; etc. Todos estos requerimientos, en 
particular el de permanencia, son susceptibles de gradación y por tanto se rigen por el uso del 
término relativo “más real que”. Platón, pues, acaba concibiendo la concepción de la realidad 
absoluta de las entidades absolutamente reales como límites ideales de sus meramente relativas 
contrapartes. Las entidades absolutamente reales —Formas o Ideas— son concebidas como 
independientes de la percepción, capaces de definiciones absolutamente precisas y como 
absolutamente permanentes, esto es, intemporales o eternas. 

G. C. Field, el más entendido y simpatizante de los académicos platónicos, pone gran énfasis 
en la desnaturalidad de la transición desde los conceptos “más-o-menos” [more-or-less concepts] 
y el criterio de realidad de los absolutos.' Esta consideración no solo ofrece una posible 
explicación sobre cómo Platón llegó a la teoría de las Formas, sino que también representa su 
idea central: las Formas incluyen no solo la idea de modelos de objetos físicos sino también los 
estados ideales de los asuntos hacia los que el deber del hombre debe virar. En la presente 
discusión, sin embargo, nos conciernen solo los primeros y solo estos en la medida en que están 
relacionados con la filosofía de las matemáticas de Platón. 

¿Qué entidades, deberíamos preguntarnos, conforman el criterio de absoluta realidad? 
Ciertamente, no los objetos que constituyen el universo físico como las mesas, las plantas, los 
animales o los cuerpos humanos. Podríamos, no obstante, pensar en algunos otros candidatos 
interesantes para este puesto superior, por ejemplo, trocitos de materia o de mente indestructibles 
e indivisibles —si su existencia pudiera demostrarse. Si las almas humanas son de este tipo 
deberíamos incluso anhelar una prueba de inmortalidad. Y podríamos pensar en algún otro tipo 
de candidatos nada interesantes. Podríamos, por ejemplo, considerar cualquier objeto ordinario — 
más o menos transitorio e indefinido—, como una mesa, y reemplazar en nuestra mente su 
transitoriedad por permanencia, su indefinibilidad por definibilidad y sus otras “imperfecciones” 
por sus correspondientes perfecciones. El resultado debería entonces ser la Forma de la mesa; de 
la que todas las mesas físicas son solo copias imperfectas. Si este tipo de Forma nos parece 
demasiado ininterrumpida, así lo creo, es porque ninguna razón puede aducir por qué no debería 
haber una Forma para cada correspondiente clase de objetos físicos y para cada subclase de tales 
clases hasta haber una Forma para cada cosa: no solo una Forma de mesa, sino también de una 
más baja o más alta, de una barnizada o de otra sin barnizar, y demás. 

No cabe duda sobre que en un momento u otro Platón consideró las clases de nombres, como 
“mesa”, también como nombres de Formas. Hay también, empero, como Platón creía, algunas 
entidades mucho más familiares que las asunciones ideales que conforman el rígido criterio para 
el que el objeto debe conformar si este es calificado como real o como Forma: a saber, los números 
y los objetos de la geometría pura, sus puntos, líneas, planos, triángulos y el resto. En efecto, se 
puede presentar un caso sólido para apoyar la tesis histórica de que en los estadios finales de su 
desarrollo, Platón admitió solo dos tipos de Formas; la matemática y la moral. 

La precisión, la intemporalidad y —en cierto sentido— la independencia de su aprehensión es 


| Field, The Philosophy of Plato, Oxford, 1949, 


ciertamente para Platón, característico de los enunciados matemáticos, y el punto de vista de que 
los números, las entidades geométricas y las relaciones entre ellos tienen una existencia objetiva, 
o al menos intersubjetiva, es plausible. En general podemos decir que el platonismo es una 
inclinación filosófica natural de los matemáticos, en particular de aquellos que piensan que son 
descubridores de nuevas verdades más que descubridores de nuevas formas de presentar las 
antiguas o de hacer explícitas consecuencias lógicas que ya se encontraban implícitas. 

Ciertamente Platón mantenía que hay objetos independientes a la mente definidos y eternos 
que llamamos “uno”, “dos”, “tres”, etc., las Formas aritméticas. Igualmente mantenía que hay 
objetos independientes a la mente definidos y eternos que llamamos “punto”, “línea”, “círculo”, 
etc. —las Formas geométricas. Al indicar que uno y uno hacen dos, o de que la distancia más corta 
entre dos puntos es una línea recta, estamos describiendo dichas Formas y sus relaciones. Cada 
una de estas tiene, por supuesto, su multiplicidad de instancias; y algunas dudas y controversias 
han surgido sobre la reputación de dichas instancias. Se planteó la pregunta de cuál sería la opinión 
de Platón sobre, por ejemplo, la doble ocurrencia de “dos” en “dos y dos hacen cuatro” o la doble 
ocurrencia de “línea recta” en “dos líneas rectas que no tienen todos los puntos en común tienen 
al menos un punto en común”. Estas son instancias de “dos”, esto es, los muchos dos con los que 
la aritmética opera, entidades separadas, y que son distinguibles de la Forma de ““dos-esidad”; ¿o 
debería decirse que sea lo que sea lo que se declara ostentosamente sobre los muchos dos es en 
última instancia declarado sobre la única Forma? Un problema exactamente similar tiene que ver 
con la aparente instancia de “línea”. Según Aristóteles (de ningúna manera según todos sus 
posteriores comentadores), Platón distingue entre (a) las Formas aritmética y geométrica por una 
parte, y por otra (b) las así llamada matemáticas, cada una de las cuales son instancias de algún 
Forma única —teniendo cada Forma varias instancias. 

La cuestión de si Aristóteles no entendió, o si en efecto malinterpretó intencionadamente a su 
viejo maestro, será, creo yo, discutida mientras haya académicos platónicos y aristotélicos. Sin 
tomar partido, no vale nada que la relación entre un concepto matemático, como el “número” o el 
“punto”, y su aparente instancia sea de ninguna manera un problema trivial. Nos veremos 
confrontados con ello en cuanto lleguemos a la discusión sobre la naturaleza de las proposiciones 
matemáticas de existencia. 

Hay, entonces, un mundo de Formas —objetos intemporales, independientes a la mente y 
definidos— que es diferente del mundo de la percepción sensible. Es aprehendido no mediante 
los sentidos, sino por la razón. Por lo menos contiene las Formas aritméticas y geométricas que 
constituyen el objeto en cuestión de las matemáticas. Uno de los rasgos extraños de las 
matemáticas, al menos desde Leibniz, es que, a pesar de la certeza de sus verdades, no es de 
ninguna forma generalmente concordante con que, en todo caso, las proposiciones verdaderas de 
las matemáticas sean verdaderas. Según Platón son claramente sobre algo, a saber, las Formas 
matemáticas. Es consecuentemente bastante fácil establecer sus respuestas para alguna de las 
preguntas que hemos listado en la introducción en nuestro intento por demarcar, en cualquier caso 
toscamente, los problemas de la filosofía de las matemáticas. 

La proposición de que 1 + 1 =2, y todas las demás proposiciones verdaderas de la aritmética 
y de la geometría, son necesariamente verdad porque describen relaciones inmutables entre 
objetos inmutables, es decir las Formas aritméticas y geométricas (o las igualmente inmutables 
instancias de dichas Formas). Su inevitabilidad es independiente de su aprehensibilidad de los 
descubrimientos de las verdades matemáticas, independientemente de cualquier formulación y por 
lo tanto de cualesquiera reglas gobernantes de un lenguaje natural o artificial. Las verdades de las 
matemáticas son igualmente independientes de cualquier acto preliminar de construcción. No es 


esencial, por ejemplo, dibujar puntos o líneas en una pizarra , o “en la mente de alguien”, para ser 
capaz de contar o llevar a cabo operaciones aritméticas y demostraciones; y es similarmente no 
esencial dibujar triángulos y cuadrados en un medio empírico o no empírico, para probar, digamos, 
el teorema de Pitágoras. La construcción, según Platón, es meramente una necesidad práctica para 
el matemático, o una guía que se propicia él mismo para descubrir. 

La concepción de Platón sobre la relación entre “1 + 1 =2” y “una manzana y una manzana 
hacen dos manzanas”, y en general sobre la relación entre las matemáticas puras y aplicadas, 
proviene, como su consideración sobre las matemáticas puras, de su distinción sobre la realidad 
de las Formas y la irrealidad comparativa de los objetos de la experiencia sensible. Estas últimas 
son solo en cierto sentido capaces de definiciones precisas o independientes de la condiciones en 
las que las aprehendemos (en la percepción). Hay, además, no inmutables a pesar de que algunas 
de ellas no cambian demasiado en ciertos aspectos durante periodos lo suficientemente largos 
como para dejarnos tratarlas como permanentes. Por lo tanto, si comparamos el inmutable, el 
objeto real UNO, con una manzana, sobre la última se puede decir apropiadamente que es en cierto 
grado similar a, o, incluso mejor, que es aproximadamente, la Forma UNO. Las frases técnicas 
que Platón usaba habitualmente son como una regla traducida al decir que la manzana —en la 
medida en que aplicamos la aritmética— participa en la Forma UNO. 

Lo que se ha venido diciendo sobre la relación entre una manzana y la Forma de unidad se 
aplica de forma similar a la relación entre, digamos, una lámina circular y la Forma de circularidad. 
Podemos considerar la lámina como si fuera un círculo geométrico porque su forma se aproxima 
a la Forma de circularidad. Esta Forma, al igual que la Forma de unidad, es aprehendida, no por 
los sentidos, sino por la razón; esto es, captando su definición matemática 0, como podríamos 
decir hoy en día, entendiendo la ecuación del círculo. 

Para Platón, las matemáticas puras —que incluían en su día parte de la aritmética y la 
geometría euclidiana— describen las Formas matemáticas y la relación entre ellas. Las 
matemáticas aplicadas describen los objetos empíricos y sus relaciones, en la medida en que se 
aproximan a (participan en) las Formas matemáticas y sus relaciones. Podría resultar tentador 
decir que el inverso de la aproximación es la idealización; y decir que, en lo que se refiere al 
enunciado de que un objeto empírico y sus relaciones se aproximan a las relaciones y objetos 
matemáticos, es equivalente al enunciado de que los objetos matemáticos y sus relaciones son 
idealizaciones de los empíricos. Esto, sin embargo, no era de la opinión de Platón. Platón no 
consideraba que las matemáticas fueran una idealización de los matemáticos sobre ciertos aspectos 
del mundo empírico, sino una descripción de una parte de la realidad. 


2. Algunas perspectivas de Aristóteles 


La filosofía de las matemáticas de Aristóteles se desarrolló en parte en oposición a Platón y 
en parte con independencia de este. Rechazaba la distinción de Platón entre el mundo de las 
Formas, siendo esta la verdadera realidad, y el mundo de experiencia sensible que solo puede ser 
entendido como una aproximación del mundo de las Formas. Según Aristóteles la forma o esencia 
de cualquier objeto empírico, una manzana o una lámina, constituye una parte de este en el mismo 
sentido en el que lo hace su materia. Al afirmar que estamos viendo una manzana o una lámina 
circular no estamos, o no deberíamos mejor dicho, dar a entender que la manzana se aproxima en 
su unidad empírica a la existencia inalterable e independiente de la Forma de unidad; o que la 
lámina en su empírica circularidad se aproxima a la Forma de circularidad. 


Aristóteles distinguía agudamente entre la posibilidad de abstraer (literalmente “sustraer”, la 
unidad, la circularidad y otras características matemáticas de los objetos y de la existencia 
independiente de estas características o de sus instancias, esto es, las unidades y los círculos. Con 
frecuencia enfatizaba que la posibilidad de abstracción no implica la independencia de existencia 
de lo que es, o puede ser, abstraído. El objeto de las matemáticas es aquel resultado de las 
abstracciones matemáticas que Aristóteles llamaba “objetos matemáticos”. 

Sobre estos, al menos dos enunciados indiscutibles concuerdan con lo que hizo: (a) cado uno 
de ellos está en cierto sentido en las cosas de las que se abstraen y (b) no hay multiplicidad en 
ellos, por ejemplo, hay tantas unidades aritméticas, casos de dos, de tres, etc., y hay tantos círculos, 
líneas rectas, etc., como sean necesarios para el cálculo o para la argumentación geométrica. Los 
otros rasgos de los objetos matemáticos de Aristóteles, al parecer, son menos claros: por ejemplo, 
la relación entre una manzana y la unidad matemática, o entre una lámina circular y su circularidad 
matemática. Dos posibles interpretaciones de los textos importantes de Aristóteles requieren 
atención. 

De acuerdo a la principal interpretación la manzana empírica es una en el sentido de que es 
una instancia de la “unidad” matemática universal, al igual que su rojo lo es en el sentido de que 
es una instancia de la “rojez” universal. Una variante de esta interpretación diría que la manzana 
empírica es una, en el sentido de que es un miembro de la clase de unidades matemáticas, así como 
su rojo lo es en el sentido de que es un miembro de la clase de cosas rojas. Según la otra principal 
interpretación la manzana empírica es una porque se aproxima a la unidad matemática, que hemos 
abstraído de esta y puede que de otros objetos. Una alternativa similar se considerará si discutimos 
la relación entre una lámina circular y la circularidad geométrica. 

Mi propia inclinación es la de aceptar la segunda interpretación. Si la aceptamos, entonces el 
término de Aristóteles “sustraer” debería tener idealmente el sentido de abstracción o de 
idealización, en lugar de simplemente abstracción. Su consideración sobre el objeto de las 
matemáticas se acercaría más a su maestro Platón de lo que parecería a simple vista. Deberíamos 
decir que mientras Platón mantenía que las matemáticas tenían que ver con las Formas o, por usar 
un término equivalente, Ideas existentes con independencia de las matemáticas, Aristóteles 
mantenía que tenían que ver con la idealización llevada a cabo por el matemático. 

La opinión de Aristóteles sobre la relación entre las matemáticas puras y aplicadas debería 
entonces quedar clara. Las enunciados de las matemáticas aplicadas deberían aproximarse a los 
enunciados de las matemáticas puras; los enunciados sobre los dibujos de círculos tienen que ser 
tratados dentro de un margen lo suficientemente pequeño como enunciados sobre círculos 
matemáticos. Empero, Aristóteles no adoptó la teoría de Platón de que la razón por la que los 
enunciados matemáticos son necesarios es que sean descripciones de Formas eternas y de 
existencia independiente. 

Por supuesto ni siquiera sería posible para él hablar sobre la veracidad o falsedad de una 
idealización, sino más bien sobre la mayor o menor adecuación para un propósito. Incluso si, no 
obstante, una teoría matemática fuera un conjunto de idealizaciones, uno necesitaría no dejar fuera 
la consideración de la necesidad. Uno podría encontrar esta última en la conexión lógica entre las 
muchas proposiciones de la teoría. En otras palabras, la necesidad se podría hallar no en cualquier 
enunciado sobre objetos matemáticos, sino en enunciados hipotéticos, enunciados en el sentido de 
que si una proposición fuera cierta, entonces otra determinada proposición también lo fuera. Una 
autoridad líder en matemática griega, Sir Thomas Heath, quien ha se ha vuelto un agudo conocedor 
de la obra de Aristóteles al recopilar todos sus enunciados sobre las matemáticas, confirma que 
para Aristóteles la necesidad de las matemáticas era la necesidad lógica de las proposiciones 


hipotéticas. La prueba de esta opinión, según lo citado por Heath, es un pasaje de la Física y otro 
de la Metafísica.* La idea de Aristóteles es incluso considerada como “un tipo de idea profética 
de alguna geometría basada en otros principios diferentes a los de Euclides”.? 

Aristóteles además prestaba mucha más atención que Platón a la estructura de teorías enteras 
en las matemáticas como opuesto al aislamiento de las proposiciones. Por lo tanto distinguía 
claramente entre (1) los principios que son comunes a toda ciencia (o, como podría decirse hoy 
día, los principios de la lógica formal que se presuponen en la formulación y desarrollo deductivo 
de cualquier ciencia); (11) los principios especiales que son dados por supuestos por los 
matemáticos dedicados a la demostración de teoremas; (111) las definiciones, que no asumen que 
la existencia de lo que se define, por ejemplo, la definición de Euclides de un punto que no tiene 
partes; y (1v) las hipótesis existenciales, que asumen que lo que se está definiendo existe —con 
independencia de nuestro pensamiento y de nuestra percepción. Las hipótesis existenciales en este 
sentido deberían parecer no ser requeridas para las matemáticas puras. 

La importancia de Aristóteles en la historia de la filosofía de las matemáticas reside no solo 
en su adaptación de las perspectivas platónicas a una metafísica que no necesita la realidad de las 
Formas y la comparativa irrealidad de los objetos sensibles. Tampoco reside solamente en su gran 
énfasis en el análisis de la estructura de las teorías matemáticas. Mucho más importante que todo 
eso es la formulación detallada que dio del problema de la infinidad matemática; de cual su 
discusión sigue siendo de gran interés. En efecto, fue el primero de muchos en ver las dos formas 
principales de analizar la noción de infinidad tanto, como real y como meramente potencial; y fue 
el primero en tomar una decisión clara en favor a la segunda alternativa. 

Aristóteles argumentó sobre la noción de infinito en un pasaje relacionado de su 
Física? Distinguió entre la posibilidad de añadir otra unidad más al último miembro de cualquier 
secuencia de números, como, en particular, la secuencia de números naturales 1, 2, 3,... y la 
posibilidad de subdividir indefinidamente, digamos, una línea entre dos puntos, que previamente 
ha sido subdivida un número determinado de veces. Aquí la posibilidad de continuar ad infinitum 
es a lo que se refiere la llamada secuencia infinita, o línea “infinitamente” divisible (consistiendo 
en infinitas piezas). Esta es la noción de infinito potencial. Pero uno podría también concebir tanto 
la noción de todos los elementos de la secuencia de los números naturales y —lo que parece ser 
más difícil— todas las partes que no se pueden dividir más en una línea como existentes en algún 
sentido dada su completa totalidad. Esta es la mucho más sólida noción de infinito absoluto. 

Para intentar mostrar y analizar los argumentos de Aristóteles en contra de la noción de infinito 
absoluto se debe uno meter en los detalles de la historia y del uso lingúístico griego. Nuestro 
interés se halla en la idea central tras los argumentos; el hecho de que parece ser que un método 
para un procedimiento por pasos, esto es, realizar el siguiente paso si el precedente ha sido 
realizado, no implica que haya un último paso, ni en teoría ni en la realidad. 

El rechazo de la noción de infinito absoluto es considerada como de poco importancia por los 
matemáticos que, como Aristóteles mantenía, solo necesitan un potencial infinito para sus 
propósitos de demostración matemática. Si Aristóteles está o no en lo cierto respecto a este punto, 
es todavía un problema controversial. También lo es el punto de vista más radical de que la noción 
de infinito absoluto no solo es necesaria, sino que también es un fuente inevitable de antinomias. 
Esta tesis más radical está expresada con menos claridad; y posiblemente se podría argumentar 
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que Aristóteles admitía la posibilidad de que la consistencia del uso del infinito absoluto se 
establecería en un sistema de matemáticas puras que no es aplicable al universo físico. 


3. La filosofía de las matemáticas de Leibniz 


Al igual que Platón y Aristóteles, Leibniz desarrolló una filosofía de las matemáticas ya que 
él era filósofo en el sentido más amplio del término. Fue el autor de un sistema metafísico de gran 
belleza y profundidad. Además era, por supuesto, matemático, físico teórico, y otras muchas cosas. 
Empero, todas sus actividades intelectuales y logros estaban sistemáticamente interrelacionados. 
El sistema no llegó nunca a presentarse completamente. En este sentido se pareció más a Platón 
que a Aristóteles. Su gran parecido con este radica en la estrecha conexión, uno podría incluso 
decir el paralelismo, entre sus doctrinas lógicas y metafísicas. La postura lógica de Aristóteles, de 
que toda proposición es reducible a la forma sujeto-predicado, es paralela a su doctrina metafísica 
de que el mundo consiste en sustancias con atributos. La postura lógica más radical de Leibniz, el 
que el predicado de toda proposición está “contenido” en el sujeto, es paralela, por su parte, a la 
famosa doctrina metafísica de que el mundo consiste en sujetos autocontenidos —sustancias O 
mónadas inalterables. La disputa entre los académicos leibniznianos sobre lo que es más 
fundamental, si su lógica o su metafísica, testifica la unidad de su pensamiento. Diga lo que se 
diga en cada lado, el punto de vista que él consideraba, que cualquiera de los dos son un apéndice 
sin importancia del otro, no parece demasiado verosímil. 

A diferencia de la mayoría de filósofos de las matemáticas modernos, Leibniz acepta la 
doctrina aristotélica de que la estructura sujeto-predicado forma parte de toda proposición. No 
obstante, anticipó movimientos modernos, en particular el logicismo moderno, uniendo la lógica 
y las matemáticas. Mediante una doble innovación, introdujo estas, aunque separadamente, 
relaciones entre estas dos disciplinas. Por un lado expuso una tesis filosófica sobre la diferencia 
entre verdades de la razón y las verdades de hecho, y su exhaustivamente exclusivo y unificador 
carácter. Por otro lado introdujo la idea metodológica de usar el cálculo mecánico como asistencia 
del razonamiento deductivo, no solo dentro de aquellas disciplinas que pertenecen 
tradicionalmente a las matemáticas, sino también en otras. Esto quiere decir, en particular, 
introducir el cálculo en la lógica. 

Tanto como por precisión como por brevedad de exposición, uno no puede hacer más que citar 
de la Monadología en la que Leibniz, cuando la escribió en 1714, dos años antes de su muerte, 
nos da una sinopsis de su psicología. “Hay”, dice, “además dos tipos de verdades, aquellas del 
razonamiento y aquellas de hecho. Las verdades del razonamiento son necesarias y su opuesto es 
imposible: las verdades de hecho son contingentes y su opuesto es posible. Cuando una verdad es 
necesaria, su razón puede ser hallada mediante análisis, resolviendo ésta en ideas y verdades más 
simples, hasta que lleguemos a aquellas que tienen primacía...” ' Las verdades de la razón se 
encuentran pues, como Leibniz asegura, bajo el “principio de contradicción”, que él toma para 
cubrir los principios de identidad y de medio excluido. No solo las triviales tautologías sino que 
todos los axiomas, postulados, definiciones y los teoremas de las matemáticas, son verdades de la 
razón, esto es, son “proposiciones idénticas, cuyos opuestos implican una contradicción 


manifiesta”.? 


l Edición de Latta, Oxford, 1898, p. 236. 
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Leibniz, como hemos dicho, no solo mantiene, al igual que Aristóteles, que toda proposición 
es en último término y análisis de la forma sujeto-predicado; además creía que el sujeto “contenía” 
al predicado. Esto debería aplicarse a todas las verdades de la razón que son de la forma sujeto- 
predicado y por ende, de acuerdo con lo que dice, debería aplicarse a cualesquiera verdades de la 
razón. En qué sentido una verdad de hecho —digamos, la verdad de que mi boligrafo es negro— 
debería considerarse como contenedora de un sujeto que a su vez contiene a su predicado, no está 
tan claro. En efecto, con objeto de explicar el significado de su afirmación de que el sujeto de toda 
verdad de hecho contiene a su predicado, Leibniz tiene que introducir la noción de Dios y de 
infinito. La reducción de una proposición contingente, que exhibe a su predicado como contenido 
en su sujeto, es solo posible para Dios. Leibniz explica esto diciendo que, así como en el caso de 
las proposiciones extrañas “la reducción implica un proceso infinito y por lo tanto se enfoca en un 
medida común de forma en la que se obtiene una serie definida pero interminable, por lo que 
también las verdades contingentes requiere de un análisis infinito, que Dios por sí solo puede 
lograr”.! 

Otra dificultad relativa a las verdades de hecho surge del principio de razón suficiente “que 
afirma que nada toma lugar sin una razón suficiente, es decir que nada sucede sin que sea posible 
para el que sabe lo suficiente, dar razones que sean suficientes para determinar por qué las cosas 
son de una forma y no de otra”.? Esto no es para Leibniz un mero interdicto general para buscar 
razones suficientes para lo mejor que puede hacer uno, sino que en cierto sentido, al igual que el 
principio de contradicción, es un principio de inferencia y análisis. La forma en la que tiene que 
aplicarse, sin embargo, no está claramente determinada; y en muchos casos, si no es que en todos, 
solo Dios puede realmente saber lo suficiente como para hacer posible las aplicaciones 
satisfactorias. 

Podría parecer que el enfoque de Leibniz sobre las verdades de hecho, es decir las 
proposiciones contingentes, no es de importancia para su filosofía de las matemáticas. La filosofía 
de las matemáticas, sin embargo, no solo está relacionada con las matemáticas puras sino que 
también lo está con las aplicadas. Un enfoque de las matemáticas aplicadas debe exponer la 
relación entre las proposiciones matemáticas y las proposiciones empíricas, y podría muy bien 
verse afectado por un punto de vista equivocado o poco claro de las últimas, o incluso por la falta 
de puntos de vista. Esta observación se aplica no solo meramente a Leibniz, sino también a algunos 
de sus sucesores. 

La concepción de Leibniz sobre el objeto de las matemáticas puras es bastante diferente a la 
de Platón o la de Aristóteles. Las proposiciones matemáticas son para él como las proposiciones 
lógicas en las que no hay verdad sobre ningún objeto eterno en particular o sobre objetos 
idealizados producto de una abstracción, o en efecto cualquier otro tipo de objeto. Son verdad ya 
que su negación debería ser lógicamente imposible. A pesar de toda apariencia prima facie [a 
primera vista] de lo contrario, una proposición matemática trata como mucho o como poco “sobre” 
un objeto particular o una clase particular de objetos como en la proposición “Si cualquier cosa es 
un bolígrafo, entonces es un bolígrafo” sobre mi particular bolígrafo, o sobre la clase de bolígrafos, 
o sobre la clase de objetos físicos o sobre cualquier otra clase de objetos. Podríamos decir que 
ambas proposiciones son necesariamente verdad para todo objeto posible, o para cualquier estado 
o asunto posible o, por usar la famosa frase de Leibniz, en todos los mundos posibles. Cualquiera 
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de estas formulaciones es tomada para corroborar la tesis de que las proposiciones matemáticas 
son verdad y necesarias porque su negación sería lógicamente imposible. 

Sea lo que sea lo que pensemos sobre esto, queda bastante claro —o por lo menos queda tan 
claro como la noción de proposición cuya negación es lógicamente imposible o autocontradictoria. 
Ahora pasamos al enfoque de Leibniz sobre la relación entre “1 + 1 = 2” y “una manzana y una 
manzana hacen dos manzanas” o, en general, la relación entre las correspondientes proposiciones 
en las matemáticas puras y aplicadas. Podríamos por supuesto ignorar esta cuestión afirmando que 
—según lo hemos entendido— la segunda de las dos proposiciones es (en cierto sentido estricto) 
lógicamente equivalente a la primera, y que ninguna de las dos trata ni sobre manzanas o sobre la 
operación física de juntarlas, ni por supuesto trata en absoluto sobre el universo físico. 

No propongo evitar esta cuestión, así que se deberá entender la segunda proposición como 
perteneciente a las matemáticas aplicadas o a una física muy simple. Esto será así porque sabemos 
que tal decisión es necesaria en cualquier consideración sobre las leyes físicas newtonianas, O 
sobre relatividad, o sobre teoría cuántica y demás —a menos que estemos preparados para 
argumentar que toda la física matemática o las matemáticas aplicadas son a priori y que no 
contienen más información de la que contienen las matemáticas puras. Nuestra decisión tiene la 
ventaja, en otras palabras, de excluir las dificultades no físicas de una cuestión que ya es 
filosóficamente difícil. 

La filosofía de las matemáticas de Leibniz no ayuda demasiado. De acuerdo a este, “1 + 1 = 
2” (como enunciado de las matemáticas puras) es verdad por el hecho de la ley de la contradicción, 
y por tanto lo es en todos los mundos posibles; mientras que “una manzana y una manzana hacen 
dos manzanas” (como enunciado de la física) es verdad en este mundo que Dios estaba obligado 
a crear, si por el principio de razón suficiente, tuvo la razón suficiente para crearlo; por ejemplo, 
si fuera el mejor de los mundos posibles. La relación entre las matemáticas puras y aplicadas es, 
de una forma directa —no simplemente en el “último análisis”—, debida en términos teológicos. 
El enfoque de Leibniz de las proposiciones empíricas y consecuentemente de la relación entre las 
matemáticas puras y aplicadas no es aceptada más ni siquiera por aquellos que en términos 
generales aceptan su concepción de las matemáticas puras. 

Si, a ojos de aquellos que aceptan su filosofía, el análisis de Leibniz de las proposiciones de 
la lógica y de las matemáticas une ambas materias, su idea metodológica de introducir el cálculo 
en todas aquellas materias que tienen que ver con el relaciones deductivas nos deja otra vez con 
una reconciliación entre la lógica y las matemáticas —esta vez incluso separada de cualquier 
perspectiva filosófica especial. Para Platón, como hemos visto, el dibujar diagramas de varios 
tipos y, como hemos asumido, el uso de dispositivos de notación, son asistencias adventicias. 
Podría haber prescindido de ellas. Leibniz por otra parte debió de darse cuenta de que la 
imposibilidad práctica del dominio complica verdaderamente las deducciones sin simbolismos 
adecuados. Debió de encontrar —en particular, en sus búsquedas por las posibilidades para unas 
matemáticas de “infinitesimales”— que el descubrimiento de un simbolismo para la 
representación de enunciados y demostraciones por un lado y el conocimiento de su estructura 
lógica por otro, pensados separadamente en el pensamiento, son raramente separados en la 
realidad. 

Las representaciones concretas, en símbolos adecuados, de una deducción complicada es, en 
sus propias palabras, un “hilo de Ariadna” que dirige la mente. El programa de Leibniz consiste 
para empezar en divisar un método de “formación y ajuste de caracteres y signos, que representen 
pensamientos, es decir que estén relacionados tanto unos con otros como con el correspondiente 


pensamiento”.! Esta idea anticipa exactamente una de las principales doctrinas del Tractatus 
Logico-Philosophicus de Wittgenstein. Toma bastantes formas en la mente de Leibniz, una de las 
cuales incluye la aritmetización de la lógica, y le recuerda a uno el famoso método de Gódel, que 
conoceremos brevemente en el siguiente capítulo.? 

Una vez estamos en posesión de la characteristica universalis que representa pensamientos 
en sus relaciones con cada símbolo en sus correspondientes relaciones, necesitamos un método de 
razonamiento simbólico o de cálculo; necesitamos lo que promete —pero que no otorga— el 
título: Calculus Ratiocinator, seu artificium facile et infallibiter rationcinandi. Res hactenus 
ignorata.* Lo que Leibniz tiene que decir sobre la simbolización del razonamiento deductivo está 
lleno de ideas proféticas que varían desde la clara comprensión de una tarea posible hasta unas 
pistas vagas. Un historiador de la filosofía, al intentar demostrar que no hay nada nuevo sobre la 
suma, debería seguramente encontrarse satisfecho al leer los escritos póstumos de Leibniz. Pero 
en una introducción crítica a la filosofía de las matemáticas como en la que nos encontramos ahora 
debe, en lo posible, lidiar antes con desarrollo completo antes que con ideas seminales. 


4. Kant: algunas de sus perspectivas 


El sistema filosófico de Kant se desarrolló bajo la influencia de la filosofía racionalista 
representada principalmente por Leibniz y la filosofía empírica representada principalmente por 
Hume, y en consciente oposición a ambos. Tanto Hume como Leibniz dividían toda proposición 
en dos exclusivas y exhaustivas clases, a saber, proposiciones analíticas y proposiciones fácticas; 
y ambos filósofos consideraban las proposiciones matemáticas como analíticas.* No obstante, 
Hume y Leibniz diferían radicalmente sobre las proposiciones fácticas. Sobre aquellas de las 
matemáticas puras Hume en conjunto decía muy poco, y lo que decía no era de gran importancia. 
La filosofía de las matemáticas de Kant por lo tanto, en la medida en que es absolutamente 
polémico, se encuentra directa y principalmente en contra de Leibniz. 

Con objeto de ir directos al corazón de la cuestión, y para mostrar sus conexiones con el resto 
de su sistema filosófico, será mejor que consideremos la triple clasificación de proposiciones con 
las que reemplaza Kant a las dicotomías de Leibniz y Hume. Su primera clase, las proposiciones 
analíticas (esto es, proposiciones cuyas negaciones son auto contradictorias), coinciden con las 
proposiciones analíticas de Leibniz y Hume. Al considerar las proposiciones no analíticas o 
sintéticas, distingue entre dos tipos, a saber, aquellas que son empíricas o a posteriori y aquellas 
que son no empíricas o a priori. 

Las proposiciones sintéticas a posteriori dependen de las percepción sensible, en el caso de 
que cualquier proposición a posteriori, si es cierta, debe o bien describir una percepción sensible 
posible (mi bolígrafo es negro) o lógicamente implica proposiciones que describen percepciones 
sensibles (todos los cuervos son negros). Las proposiciones sintéticas a priori por otra parte no 
dependen de percepciones sensibles. Son necesarias en el sentido de que si cualquier proposición 
sobre el mundo físico, y en particular cualquier proposición de las ciencias físicas, es cierta, 
entonces también tiene que ser cierta. En otras palabras, las proposiciones sintéticas a priori son 


l Citado de Becker, Die Grundlagen der Mathematik, Friburgo, 1934, p. 359. 
2 Véase Elementa Characteristicae universalis, Edición de Couturat de Leibniz, Paris, 1930, pp. 42 ff. 
3 Couturat, op. cit., p. 239. 


a Véase Hume, Treatise, libro I, parte III, sección XIV. 


condiciones necesarias para la posibilidad de la experiencia objetiva. 

Este no es lugar para debatir críticamente sobre el argumento de Kant a favor de la tesis de 
que algunas proposiciones son tanto sintéticas como a priori. Tampoco vamos a considerar su 
pretensión de haber provisto de los permisos para una lista completa y sistemática de dichas 
proposiciones, una lista tal que quedaría intacta tras cualquier cambio en las matemáticas o en las 
ciencias naturales. Divide las proposiciones sintéticas a priori en dos tipos: “intuitivas” y 
“discursivas”. La intuitiva está primariamente conectada con la estructura de la percepción y del 
juicio perceptivo, el discursivo lo está con la función reclamativa de las nociones generales. Un 
ejemplo de proposición sintética a priori discursiva sería el principio de causalidad. Todas las 
proposiciones de las matemáticas puras pertenecen a las intuitivas. Debemos, por ende, centrarnos 
ahora en estas. 

Si consideramos cualquier juicio perceptual sobre el mundo físico, por ejemplo, “Mi bolígrafo 
es negro”, “Mi bolígrafo está entre dos lápices”, parece plausible decir que su veracidad o falsedad 
no depende de sus definificiones y reglas de la lógica formal, sino de su correspondencia o falta 
de correspondencia con una situación perceptual que la describa. La relación entre los conceptos 
“bolígrafo” y “negro” no se puede encontrar analizando “bolígrafo” o “negro”; radica en la 
experiencia. Es igualmente plausible distinguir con Kant, dos aspectos en toda percepción de, o 
proposición sobre, objetos externos, el material empírico localizado en el espacio y en el tiempo, 
y el espacio y el tiempo en el que dicho material se localiza. Si asumimos que la estructura del 
espacio y el tiempo perceptivo no es alterado por cambios en el material empírico, y que no puede 
haber percepción a menos que se encuentre en el tiempo y que no puede haber percepción externa 
a menos que se encuentre tanto en el espacio como en el tiempo, entonces podremos considerar al 
espacio y al tiempo como forma de toda percepción y considerar a la materia de la percepción 
como todo aquello que no pertenece a la forma. 

Estar en el espacio y en el tiempo es una condición necesaria para la posibilidad de la 
percepción, o al menos, como Kant acostumbra a enfatizar, de la percepción humana. La pregunta 
de si el espacio y el tiempo son particulares o son nociones generales, en particular relaciones — 
si son más bien objetos físicos o más bien propiedades de, o relaciones entre ellos— es respondida 
por Kant a favor de la primera alternativa. Su principal razón es la diferencia entre el tipo de 
divisibilidad que pertenece a los particulares y la divisibilidad que pertenece a las nociones 
generales. Para las nociones generales lo es el dividirse en sub nociones. El espacio y el tiempo 
son divisibles, como mantiene Kant, no como la propiedad “coloreado” es divida en varios colores 
diferentes, sino como lo es una manzana en trozos. El espacio es más bien como una caja y el 
tiempo más bien como una corriente. 

A pesar de todo, el espacio-caja y el tiempo-corriente son particulares o un tipo muy especial. 
Son, como si fueran, los contenedores inmutables en los que se hallan el material de la percepción; 
no son parte del propio y cambiante material perceptivo. Al ser particulares inmutables, el espacio 
y el tiempo le recuerdan a uno las Formas de Platón. Pero la analogía no es muy acertada. Kant 
mantenía que no son absolutamente (“trascendentalmente”) reales. Son reales solo en la medida 
en que son las condiciones para que los seres que están dotados de percepción y pensamiento 
general puedan tener experiencias objetivas. 

Ahora podemos ver cómo es que los juicios sintéticos a priori intuitivos son posibles. Para (a) 
al describir el espacio y el tiempo implica describir particulares, lo que quiere decir que estamos 
creando juicios sintéticos; mientras que para (b) al describir el espacio y el tiempo estamos 
describiendo, no impresiones sensibles, sino las matrices permanentes e inmutables de estas, lo 


que quiere decir que nuestras descripciones son independientes de las impresiones sensibles, es 
decir que son a priori. 

Kant no está de acuerdo con la opinión de que las matemáticas puras deberían ser un asunto 
de definiciones y de postulados que caen bajo él. Para Kant las matemáticas puras no son 
analíticas; son sintéticas a priori, dado que trata sobre (describe) el espacio y el tiempo. Pero si su 
enfoque de las matemáticas le ha detenido no podría haber esperado explicar la riqueza y variedad 
de las matemáticas antes conocidas. La descripción del espacio —del espacio perceptual por 
supuesto— difícilmente podría haber ido mucho más allá de la afirmación de ser tridimensional; 
O la descripción del tiempo no hubiera ido mucho más allá de ser unidimensional y unidireccional. 
En efecto, podría parecer que la influencia de Kant en los pensadores subsiguientes se ha debido 
(en gran medida) a su posterior desarrollo del punto de vista de que las proposiciones matemáticas 
son descripciones del espacio y del tiempo. Para bosquejar brevemente este desarrollo, Kant no 
permitirá que una descripción completa de la estructura del espacio y del tiempo requiera una 
mera contemplación pasiva. Presupone la actividad constructiva. Para “construir un concepto” hay 
que ir más allá de la propuesta o del recopilado de definiciones; hay que proveerlo de un objeto a 
priori. Lo que Kant quiere decir con esto podría ser complicado, pero de ninguna forma es oscuro 
o confuso. Está bastante claro que lo que está y lo que no está relacionado con la construcción de 
un concepto. No quiere decir postular objetos a partir de este. 

Por ejemplo, el concepto de esfera quince-dimensional, que es bastante autoconsistente, no se 
puede construir —aunque incluso podamos (y debamos) postular objetos a partir de este si 
queremos emitir un enunciado sobre que en un “espacio” de al menos quince dimensiones “existe” 
al menos dos esferas de ese tipo sin “punto” en común. Ahora podemos, después de todo, construir 
y no solo meramente postular una esfera tridimensional —o un círculo (una esfera 
bidimensional) — en un espacio de tres dimensiones. Su construcción se hace posible no solo por 
la autoconsistencia del concepto “esfera tridimensional”, sino por lo que es el espacio perceptual. 
La construcción a priori de una esfera física tridimensional no debe confundirse con la 
construcción física de, digamos, una esfera de madera o de metal. Con todo, la posibilidad de la 
construcción física está basada en la posibilidad de una construcción a priori —la construcción 
de la esfera metálica lo está en la posibilidad de la existencia de una esfera en el espacio— así 
como la imposibilidad de la construcción física de una esfera quince-dimensionale está basada en 
la imposibilidad de la correspondiente construcción a priori. 

La distinción que hace Kant , en la introducción de su Crítica de la razón pura, segunda 
edición,' y en otras partes, entre el pensamiento de un concepto matemático, que requiere 
meramente consistencia interna, y su construcción, que requiere del espacio perceptual que tenga 
cierta estructura, es lo más importante para el entendimiento de su filosofía. Kant no niega la 
posibilidad de geometrías autoconsistencias además de la ordi naria euclidiana; y en este respecto 
no ha sido refutado por el desarrollo real de dichas geometrías. 

Se ha dicho en ocasiones que el uso de geometrías “euclidianas” de cuatro dimensiones en la 
teoría de la relatividad especial, o de geometrías no euclidianas en la teoría de la relatividad 
general, has demostrado que Kant se equivocó al sostener que el espacio perceptual es euclidiano. 
Este es un punto más difícil. Yo argumentaría que estaba en efecto equivocado al asumir que el 
espacio perceptual está descrito por una geometría tridimensional euclidiana. Pero también 
argiliría que el espacio perceptual no está ni descrito en la geometría euclidiana ni en la no 


1 Ak. ed., vol. 3, p.9. 


euclidiana. El propio argumento, sin embargo, deberá posponerse hasta que se discutan otros 
temas. 

El enfoque de Kant sobre las proposiciones de las matemáticas puras es similar a su enfoque 
sobre la geometría pura. La proposición de que añadiendo 2 unidades a 3 unidades se producen 5 
describe —sintéticamente y a priori— algo construido en el espacio y en el tiempo, esto es, la 
sucesión de unidades y su colección.! De nuevo cabe observar que la posibilidad lógica de una 
alternativa aritmética no es negada. Lo que se afirma es que esos sistemas no serían descripciones 
del espacio perceptual y del tiempo. 

La respuesta de Kant a nuestra pregunta de prueba sobre la naturaleza de las matemáticas puras 
y aplicadas puede ahora formularse aproximadamente. Las proposiciones de la aritmética pura y 
de la geometría pura son necesariamente proposiciones. No obstante son proposiciones sintéticas 
a priori, no analíticas. Son sintéticas porque tratan sobre la estructura del espacio y el tiempo tal 
como se mostró por lo que se podrían construir sobre ellas. Y son a priori porque el espacio y el 
tiempo son condiciones invariables de cualquier percepción de cualquier objeto físico. Las 
proposiciones de las matemáticas aplicadas son a posteriori en la medida en que tratan sobre 
material empírico de la percepción y a priori en la medida en que tratan sobre el espacio y el 
tiempo. Para el objeto de las matemáticas puras la estructura del espacio y del tiempo está libre de 
material empírico. Para el objeto de las matemáticas aplicadas la estructura del espacio y del 
tiempo está llena de material. 

La noción de Kant de construcción como provisión de instancias de conceptos matemáticos, 
cuya consistencia interna está garantizada, asumida, o, al menos, no cuestionada, tiene muchos 
descendientes reconocibles en posteriores desarrollos en la filosofía de las matemáticas. Su 
análisis del infinito ha sido igualmente influyente. Le recuerda a uno en muchos sentidos a la 
doctrina de Aristóteles, salvo por que en Kant la distinción entre infinito real y potencial es 
trabajada incluso con más claridad. 

En una secuencia o progresión matemática una regla dicta cómo llevar a cabo el siguiente paso 
tras uno previo. Kant no permite la asunción de que cuando dichas reglas se dan, la totalidad de 
los pasos se da también necesariamente en cierto sentido. El problema es particularmente 
importante en casos donde no hay último paso o donde no hay primer paso. Considérese, por 
ejemplo, la secuencia de números naturales, en la que el primer miembro es O, y cada miembro 
posterior es producido por la adición de 1 a su predecesor —se supone que no hay más miembros 
en la secuencia. A medida que la secuencia crece de acuerdo a la regla se vuelve bastante diferente 
a la secuencia completa; y la afirmación de que el proceso de producir más miembros puede 
continuar ilimitadamente no implica que pueda ser completada o que la secuencia completa pueda 
en este sentido ser considerada como tal. 

La distinción kantiana entre infinito potencial, o infinito qua “deviniendo”, e infinito real o 
infinito completo, es muy similar a la distinción aristotélica; pero el enfoque de Kant sobre la 
noción de infinito real difiere considerablemente de la de Aristóteles. De acuerdo a esta última no 
solo no hay instancias del infinito real dentro de la experiencia sensible; es lógicamente imposible 
que pueda haberlas. Así es, Aristóteles (así como Aquino más tarde) tratará de demostrar la 
existencia de una Primera Causa argumentando que de otra forma habría una secuencia realmente 
infinita —que, sostiene, sería lógicamente absurda. 

Kant no considera la noción de infinito real como lógicamente imposible. Es lo que llama una 
Idea de la razón, es decir una noción internamente consistente que es, sin embargo, inaplicable a 


; Véase, por ejemplo, Prolegomena, $ 10, Ak. ed., vol. 4. 


la experiencia sensible dado que las instancias de esta no pueden ni percibirse ni construirse. 
Según el punto de vista de Kant podemos construir el número 2, y percibir dos cosas; podemos 
construir el número 10'%% aunque no podríamos ser capaces de percibir un grupo tan grande de 
objetos separados; y, por último, no podemos ni percibir ni construir un conjunto realmente 
infinito. 

El contraste entre el infinito real, que no puede ser construido pero que sin embargo es 
“requerido”, y el infinito potencial, que puede construirse (o puede existir al ser construido), es a 
menudo enfatizado por Kant. En la estimación matemática, y por lo tanto constructiva, de 
magnitud “el entendimiento está tanto servido como satisfecho si la imaginación elige la unidad 
una magnitud que se puede percibir de un vistazo, por ejemplo, el pie o la percha, o bien la milla 
alemana o incluso el diámetro terrestre... En cada caso la estimación lógica de magnitud avanza 
ad infinitum sin freno.” “La mente”, sin embargo, continúa Kant, “escucha ahora la voz de la razón 
que, para toda magnitud dada... requiere totalmente... y no exenta ni siquiera al infinito... para 
este requisito, sino que más bien lo hace inevitable para nosotros... como completamente dado 
(esto es, dado en su totalidad).” ' 

Esta transición desde la noción de infinito potencial, infinito constructivo hasta la noción de 
infinito real, no constructivo, es desde la perspectiva de Kant la principal raíz de la confusión en 
la metafísica. El que sea requerida, deseable, objecionable o indiferente dentro de las matemáticas, 
es una cuestión que divide a los académicos contemporáneos de la filosofía de las matemáticas 
quizá más radicalmente que cualquier otro problema. 


I Crítica del juicio, $ 26, traducción de Meredith. 


II 


LAS MATEMÁTICAS COMO LÓGICA: EXPOSICIÓN 


AL considerar el cálculo como prácticamente una asistencia indispensable para todo razonamiento 
deductivo, Leibniz expresó un principio metodológico que ha sido adoptado por los lógicos 
modernos de toda escuela filosófica. Unos pocos han respaldado su otra tesis sobre que las 
verdades lógicas y matemáticas radican por igual en el principio de contradicción y que por tanto 
son todas susceptibles de ser reducidas a “proposiciones idénticas” al cabo de un número finito de 
pasos. En efecto, tal y como se encuentra, esta última posición debería considerarse como poco 
menos que un credo, y uno podría tener la necesidad tanto de clarificación si se tratase de un 
programa practicable, como de un trabajo más duro y dedicado si se convirtiese en una posibilidad 
realizable. 

Se requiere clarificación cuando lo que se busca es comprender completamente, tanto en qué 
sentido radican las verdades del razonamiento en el principio de contradicción, como qué tipo de 
“reducción” lo demostraría. El propio Leibniz parecía considerar toda verdad de la razón como 
equivalente a una proposición sujeto-predicado de la forma “S está contenido en S o en Q”; 
asimismo, al considerar la naturaleza de la reducción, parecía asumir que esta consistía en una 
sustitución directa de los términos de la proposición salva veritate [con la verdad intacta] hasta la 
inclusión del sujeto en el predicado tomará la evidente forma de “S está contenido en S o en Q”. 

La noción leibniziana de proposición idéntica —y, podríamos añadir, la noción kantiana de 
proposición analítica— podría parecer prima facie un tanto obtusa si lo que pretendemos es 
considerar la totalidad de las matemáticas y de la lógica. En efecto, uno podría dudar de si el 
principio de contradicción en sí mismo es una proposición idéntica en el sentido expresado por 
Leibniz. Y más seriamente, uno podría preguntarse si el principio de doble negación, que Leibniz 
consideraba como una verdad de la razón, es un proposición idéntica; dada la validez lógica de 
este principio (que no solo involucra p, sino también no-no-p) es, como veremos en el capítulo 
VI, negado por algunos lógicos. 

Estos ejemplos, en particular el segundo, revelan cierta oscuridad no solo en la noción de 
proposición idéntica, sino también en la noción de reducción involucrada —reducción, esto es, de 
una proposición que no sea obviamente idéntica a una que sí lo sea. Si no hubiera duda sobre la 
naturaleza de la reducción, uno podría al menos intentar el asentamiento de, digamos, la disputa 
sobre el principio de doble negación, reduciéndolo a una identidad. Pero es difícil ver cómo en la 
exposición de Leibniz uno tendría que llevar a cabo semejante tarea. Se requiere clarificación para 
las nociones de Leibniz, tanto para la de proposición idéntica como para la de reducción. En efecto, 
hay espacio para una investigación de, por un lado lo que quiere decir, y por otro, de sí sus 
nociones pueden ser reemplazadas por otras nociones similares, en términos de qué unidad de la 
lógica y de las matemáticas podría demostrarse. 


1. El programa 
El reemplazo fue el camino elegido por Frege, Russell y sus sucesores. Como resultado de 


ello, lo que en Leibniz no fue más que un credo, en sus manos se convirtió en un programa 
practicable. Frege, en particular, reemplazó la noción leibniziana de proposición idéntica —una 


en la que la inclusión del sujeto en el predicado es obvia, o puede volverse obvia al cabo de un 
número finito de pasos— por su propia noción de proposición analítica: una proposición es 
analítica si se puede mostrar que se puede deducir meramente de leyes generales de la lógica y de 
definiciones formuladas en concordancia con estas.! De forma similar Frege reemplaza la 
reducción leibniziana por la proposición idéntica mediante su propio procedimiento de probar que 
una proposición analítica sea analítica. Hace esto listando lo más claramente posible no solo todas 
las leyes lógicas fundamentales consideradas como premisas sino también todos los métodos de 
inferencia cuyo uso sea legítimo. 

La explicación de Frege del carácter analítico de la aritmética presupone que las leyes 
generales de la lógica, que lista y usa en sus premisas, son tales que generalmente se reconocerían 
de inmediato. 

Dichas leyes son proposiciones que simplemente enumera. No las caracteriza por tener rasgos 
en común, tal como que todas las proposiciones analíticas presumiblemente tienen pensamiento 
aunque no siempre se puede decir inmediatamente que así sea. Gran número de intentos se han 
acometido para proveerlas de un criterio de “analiticidad”, especialmente en términos de las partes 
constituyentes de las proposiciones analíticas. Un ejemplo de esto es uno de los primeros intentos 
de Russell, que más tarde rechazó por dar definiciones demasiado extensas.! De igual forma Frege 
reemplazó la reducción leibniziana por la proposición idéntica. 

El camino guiado por el listado de proposiciones iniciales, por inferencia, hasta los teoremas 
de la aritmética se puede considerar largo, especialmente si cada paso está abierto a la inspección. 
Porque si se utiliza incluso solo una vez un supuesto que no es ni una de las proposiciones iniciales 
ni una consecuencia de ninguna de ellas, la demostración no vale nada. Por tanto, con objeto de 
prevenir intrusiones subrepticias de asunciones ilógicas, Frege y sus seguidores adoptaron y 
extendieron la representación simbólica del razonamiento deductivo usado por los matemáticos. 
Para ello fueron ayudados por los primeros intentos por matematizar el razonamiento lógico, en 
particular el tratamiento de Boole de la lógica de clases.? La extensión consiste por una parte en 
la simbolización no solo de las nociones usadas en las ramas tradicionales de las matemáticas sino 
también en todas aquellas que usan razonamiento deductivo; y por otra parte consiste en la 
formulación explícita de las reglas de inferencias permitidas. Esto quiere decir que todo paso en 
la inferencia puede (a) estar representado por la transformación de una o más expresiones 
simbólicas en otra y (b) estar justificado por una apelación por formular claramente reglas. 

Es claro que cualquier demostración al efecto de que un teorema particular de la aritmética es 
analítica, esto es, que pueda ser deducida del listado de proposiciones de la lógica, implica cambiar 
los símbolos en route. Las expresiones simbólicas que marquen las primeras etapas serán 
obviamente lógicas y por lo tanto contendrán solo símbolos lógicos como aquellos usados para 
las variables proposicionales, signos de negación o signos indicadores de conjunción. (Al 
simbolizar el principio de contradicción —que dice que la conjunción de cualquier proposición y 
su negación es falsa, obviamente un principio lógico— se necesitan todos esos símbolos.) Por otra 
parte las expresiones simbólicas que marquen las últimas etapas, y ciertamente la última 
proposición de la deducción formal, contendrá símbolos que no son obviamente lógicos, y solo 
serán vistos como lógicos como resultado de la deducción. En algún lugar del camino que va desde 
las premisas hasta, digamos, “1 + 1 =2”, la transición desde símbolos obviamente lógicos hasta 


léase Principios de las Matemáticas, Londres, 1903, capítulo L, $ 1, y, para la retractación, la introducción de la 
2* edición, Londres, 1937. 
2 Véase El Análisis Matemático de la Lógica, Cambridge, 1847. 


los símbolos que no son obviamente lógicos debe de suceder. 

Y aquí surge un problema ineludible relativo a la naturaleza de la justificación de esta 
transición. Frege y Russell consideran que está mediado por definiciones. Pero sus enfoques sobre 
las definiciones son diferentes, y la diferencia es importante para la filosofía de las matemáticas. 
Según Russell,' la definición es un aparato puramente notacional. Es teoréticamente superflua — 
una mera conveniencia tipográfica. “Una definición”, asegura, “es una declaración de que cierto 
nuevo símbolo introducido o combinación de símbolos dice lo mismo que otra cierta combinación 
de símbolos cuyo significado ya se conoce.” Aun así, se mantiene que al menos en dos sentidos, 
las definiciones, pensamientos teoréticamente superfluos a menudo transmiten la información más 
importante. Ello implica “que las definiens [definiciones] son consideraciones prudentes y 
valiosas” y, todavía más, que “cuando lo que es definido es algo ya conocido (como sucede con 
frecuencia), como los números cardinales o los ordinarios, las definiciones contienen un análisis 
de una idea común, y debería por lo tanto expresar un avance notable”. 

Las definiciones, pues, al ser meras conveniencias tipográficas (abreviadas), no crean nuevos 
objetos y tampoco sugieren normalmente su existencia. Á veces, sin embargo, una palabra que 
contribuye al significado de ciertos contextos pero que no tiene sentido fuera de estos parecen 
referirse a un objeto, por ejemplo, la palabra “Nadie” en la frase “Nadie corre tan rápido como 
yo”. El que esto no sea así es enfatizado por la equivalencia entre los dos enunciados “Nadie corre 
tanto como yo” y “Soy 
el corredor más rápido”, y por la ocurrencia del término “Nadie” en una de esas dos frases 
equivalentes y no en la otra. No existe ninguna entidad a la que se refiera “Nadie”, en la forma en 
la lo hace la palabra “Sócrates” a una persona. La cuestión es que la definición de “Nadie” es 
contextual; el término es definido por ciertos usos, o en ciertos contextos. 

Al hablar sobre números individuales (como cuando decimos el primer número primo, el único 
número que...) o al hablar sobre tipos de números (la clase de los enteros divisibles por dos) 
parece que hablamos sobre algo inmaterial, lógico, o mental. Pero si la aritmética es deducible a 
partir de la lógica, entonces las proposiciones aritméticas deducidas difícilmente podrán ser 
afirmaciones sobre objetos de ningún tipo; no, en cualquier caso, si, como Russell sostiene, la 
lógica no tiene motivo. Debe (a) mostrar que las frases que parecen representar entidades (la clase 
de todas las cosas que tal y cual...), cuando quiera que ocurran durante la deducción de la 
aritmética a partir de la lógica, están en contextos que no incluyen las asunciones de que dichos 
objetos mentales existan; y (b) aquellos contextos deben definirse. 

En su teoría de las descripciones Russello explica que un método por el cual la frase “de tal y 
cual...” que parece referirse a una entidad, pueda absorberse en un contexto en el que requiera no 
referirse a nada. El método es técnica y sistemáticamente claro en su propio ejemplo. Considérese 
la proposición “el autor de Waverley era escocés”. Esta proposición es verdadera solo si la 
conjunción de las tres siguientes proposiciones es verdadera: “Al menos una persona escribió 
Waverley; Como mucho una persona escribió Waverley; Quienquiera que escribiese Waverley era 
escocés.” Este método admite varios refinamientos y variaciones. Muestra que la aparente 
aplicación de un predicado al autor de Waverley, al presente Rey de Francia, al primer número 
primo, etc., puede explicarse sin asumir que dichas descripciones definidas describan cualquier 
entidad real en absoluto. 

La forma en que Russell lidia con la impresión —correcta o incorrecta— de que al hablar 
sobre clases hablamos sobre entidades es similar a su teoría de las descripciones. De nuevo, “la 


Véase Principia Mathematica, 2* edición, Cambridge, 1925, vol. 1, pp. 11 ff. 


clase de objetos que...”, que parece referirse a una entidad, es absorbido en contextos, cada uno 
de los cuales está definido como un todo y está libre de implicaciones existenciales que Russell 
desea evitar. La teoría de la “no-clase”, como se le ha llamado a la forma en que Russell aborda 
las clases, es menos elegante que la teoría de las descripciones y está menos convincentemente 
presentada. Se ha modificado en manos de lógicos posteriores que, sin embargo, están de acuerdo 
con Russell en que las matemáticas son lógica y que la lógica no contiene aserciones sobre objetos 
particulares, sean estos físicos, mentales o lógicos. 

Frege difiere considerablemente de Russell sobre la función de las definiciones. Su 
concepción merece atención no solo debido a su interés intrínseco, sino también porque la postura 
de que las matemáticas, aunque deducibles a partir de la lógica, aun con todo contienen 
afirmaciones sobre objetos (lógicos), es defendida por ciertos lógicos contemporáneos, en 
particular por A. Church.' La diferencia entre las dos ramas del logicismo, la nominalista de 
Russell y la realista de Frege, se encuentra principalmente en sus diferentes enfoques sobre las 
definiciones. Si la diferencia es de poca importancia desde el punto de vista de la manipulación 
matemática, es —como han insistido tanto Russell como Frege— de gran importancia filosófica. 

Según Frege los números son objetos lógicos y es tarea de la filosofía de las matemáticas el 
dejarlo claro. Definirlos no quiere decir crearlos, ya que existen por derecho propio. La definición 
contextual de los objetos lógicos no se lleva a cabo porque no exhiben su carácter como entidades 
independientes.? Postularlos está para Frege igualmente fuera de la cuestión: podemos postular la 
existencia de objetos lógicos independientes tanto como podemos postular la existencia de los 
unicornios, que, si existen, deben existir con independencia de ser postulados y que, si no existen, 
no darán a luz debido a ningún, ni siquiera por el más energético, postulado 

La definición —tanto en lógica como en zoología— no garantiza que la noción definida no se 
encuentre vacía. Si la cuestión de la definición es la de demarcar una clase de objetos, entonces 
dichos objetos según Frege deberían existir. Esto se hace proporcionándonos los medios para 
reconocerlos. El principio que rige la identificación y el reconocimiento de objetos lógicos es 
formulado por Frege como sigue: “Usaré las palabras “la función D(8) tiene el mismo rango de 
valores que la función Y'(g)” como si tuvieran el mismo sentido que las palabras “las funciones 
D(£) y “Y(E) tienen el mismo valor para el mismo argumento.””? Algunos de los términos en esta 
formulación requieren ser comentarse. Una función O(S) está, por decirlo así, insaturada —la x1 
minúscula indica el lugar para introducir el nombre del objeto. Frege llamaba a “D(8)” concepto 
si el resultado de cualesquiera valores y producción de expresiones denotaba proposiciones 
verdaderas o falsas. El rango de valores de un concepto contiene todos los objetos, y solo los 
objetos, que caen bajo este. En otras palabras, el rango de valores de un concepto es su extensión. 

Cómo es usado el principio por Frege en la identificación de objetos lógicos lo veremos en los 
siguientes ejemplos. Sea D(E) la función (concepto) “¿ es una línea recta paralela a la línea 
recta a” y Y(8) la función (concepto) “ es una línea recta paralela a la línea recta b”. Si ahora cierta 
línea c pertenece al rango de (extensión) de ambos (en encuentra bajo ambos) D(S) y YP(8), 
entonces tiene algo en común con O(8) y Y(S). La característica común que tienen es por tanto 
descubierta (señalada) antes que postulada, ahora puede ser definida. La dirección de la línea 
recta, digamos a, es el rango de valores de la función “E es una línea recta paralela a la línea 
recta a”. 


Il Véase el capítulo I de su Introducción a la Lógica Matemática, vol L, Princeton, 1956. 
2 Véase, por ejemplo, $$ 55, 56 de Grundlagen der Arithmetik 
3 Grundgesetze, vol. 1, $ 3; traducciones de Geach-Black, p. 154. 


Nuestro segundo ejemplo es la famosa definición de Frege de “número”. En ella el papel de 
la conocida noción de línea paralela es desempeñado por la menos conocida noción de conceptos 
“similares”. Dos conjuntos de objetos son similares si, y solo si, se puede establecer una 
correspondencia bidireccional entre sus miembros. El conjunto de dedos en mis manos es en este 
sentido similar al conjunto de dedos en mis pies, pero no al conjunto de mis ojos. (Es importante 
darse cuenta de que la presencia o ausencia de correspondencia bidireccional puede, se supone, 
establecerse sin aplicar conceptos sobre números.) Todo concepto determina, como hemos visto, 
un conjunto de cosas, a saber el conjunto de cosas que caen bajo este —la extensión del concepto. 
Si los conjuntos de cosas que caen bajo dos conceptos, esto es, su extensión, son similares debería 
decir que los propios conceptos son similares, por ejemplo, que el concepto “dedo perteneciente 
a un ser humano normal” es similar al concepto “dedo del pie perteneciente a un ser humano 
normal”. 

Ahora sea Q(8) la función (concepto) “¿ es un concepto similar al concepto a” y “P(8) la 
función (concepto) “¿ es un concepto similar al concepto b”. Si ahora cierto concepto, digamos c, 
que cae bajo D(8) y bajo Y(g) entonces tienen algo en común con este: a saber, su número. 
Habiendo demostrado su existencia —que no postularla— podemos definir el número de un 
concepto, digamos a, como el rango de valores (extensión) de un concepto “ es un concepto similar 
al concepto a”. Insiste Frege en que es más instructivo comparar la forma en que uno llega a esta 
definición de “número” con la forma en que uno llega a la definición de “dirección”. En particular, 
esta comparación mostrará si ambas definiciones son “circulares” o si ninguna lo es. También 
mostrará que el nombre dado al principio que es usado para justificar las definiciones, el principio 
de abstracción, ha sido elegido. 

Veremos a continuación que el principio de abstracción de Frege o algún otro similar es 
requerido para la ejecución de este programa. Aun con todo su adopción entre los principios 
obviamente lógicos no implica la adopción del punto de vista de que hay objetos específicamente 
lógicos. En efecto, el método de definición contextual puede ser usado —y fue usado por 
Russell— para absorber los nombres de entidades aparentes o reales que surgen de la aplicación 
del principio de abstracción en contextos en los que dejan de aparecer como nombres de entidades 
y se vuelven símbolos incompletos, esto es, símbolos definidos solo en ciertos contextos. 

A pesar de que Frege y Russell difieran en su concepción de las definiciones y, 
consecuentemente, en su concepción del principio de abstracción y sus perspectivas sobre los 
objetos abstractos, sus programas son en todos los demás respectos el mismo. Es, en palabras de 
Russell, demostrar “que la totalidad de las matemáticas puras tiene que ver exclusivamente con 
conceptos definibles en términos de un número muy pequeño de conceptos lógicos fundamentales, 
y que todas sus proposiciones son deducibles de un número muy pequeño de principios lógicos...” 
y demostrar esto con “... toda la certeza y precisión de la que las demostraciones matemáticas son 
capaces”.! 

Ahora se deberán realizar algunos intentos por indicar cómo se realizará el programa referido 
arriba. Al emprender esto deberé ahondar en materias técnicas solo en la medida en que su 
entendimiento sea requerido para la elucidación de los problemas filosóficos, especialmente de 
aquellos cuyas preguntas sobre la naturaleza y función de las matemáticas, que son este respecto 
de nuestra incumbencia. Se volverá importante, en el entretanto, distinguir la habilidad 
matemática del juicio filosófico, y evitar que la admiración por los primeras oscurezca los defectos 
de los segundos. 


, Principios de las Matemáticas, prefacio. 


Las ramas de la lógica —en el amplio sentido del término requerido por el logicismo— que 
debe considerarse son brevemente estos: la lógica de las funciones de verdad, la lógica extensional 
de clases, y la lógica de la cuantificación. La separación de estas ramas, justificada tanto 
convenientemente como históricamente, no es necesaria. Dentro de todas las exposiciones 
contemporáneas de, y demostración dentro de, los programas generales del logicismo, tal vez la 
más elegante sea debida a W. V. Quine.' 


2. La lógica de las funciones de verdad 


Una proposición compuesta verdadera o falsa, cuyos componentes son también verdaderos o 
falsos, es una proposición funcional de verdad (o simplemente, función veritativa) si, y solo si, la 
veracidad o falsedad de la proposición compuesta depende solo (es una función de) la veracidad 
o falsedad de sus componentes. Las funciones de verdad son en sentido estricto del término, y no 
solo metafóricamente, funciones. Para ver esto más claramente consideremos como ejemplo la 
conocida función x + y o, escrita de una forma diferente, Sum(x, y); donde —consideramos— los 
valores de los argumentos, que pueden ser cualquier número natural, y donde el valor 
de la función será también un número. Así pues: Sum(2, 3)= 5. En una función veritativa 
los valores de los argumentos son o bien verdad (o simplemente, V) o bien falsos (o simplemente, 
F); y los valores de la función, de nuevo, son o V o F. Así pues, si p y q son variables 
proposicionales, entonces su conjunción (p y q) o And(p, q) tiene un valor V si, y solo si, tanto p 
como q tienen el valor V. Tenemos que: And(V, V) = V; Ana(V, F) = F; And(F, V) = F,; 
And(F, F) = F; Anad(V, V) = V. En otras palabras, la conjunción de dos proposiciones se define 
como la función veritativa de dos proposiciones, que tienen el valor V en ambos argumentos, 
teniendo ambos argumentos el mismo valor y que de cualquier otra forma tendría en el valor F. 

Cuando la combinación de dos proposiciones se ve afectada por el no exclusivo “o” —el “y/o” 
de los documentos legales— entonces puede considerarse como una función veritativa de dos 
argumentos, y se escribe or(p, q). Esta función se define por: or(V, V) = V; or(F, V) = V; 
or(V, F) = V; or(F, F) = F. Vemos que el valor de esta función es V si es el valor de al menos uno 
de sus argumentos es V; y es F si ambos valores son F. La combinación de dos proposiciones 
mediante el exclusivo “O” [“OR”] —aut Caesar, aut nihil [o César o nada] — es definida como 
la función veritativa: OR(V, V) = F; OR(V, F) = V; OR(E, V) = V; OR(F, F) = F. La combinación 
de dos proposiciones mediante “>” —a menudo engañosamente entendido como “si... 
entonces”— se define como: >(V, V) = V; >(V, F) =F; >(F, V) = V; >(+, F) = V. La tercera 
fórmula en particular, no casa con demasiados usos de “si... entonces”. La combinación de dos 
proposiciones mediante “=” se define como: =(V, V) = V; =(V, F) = F; =(F, V) = F; =(EF, F) =T. 
En lugar de o, se utiliza frecuentemente el símbolo v, y en lugar de y, el símbolo dz. 

Se pueden definir otras funciones de dos variables proposicionales —haciendo un total de 
dieciséis— del mismo modo, aunque no siempre es posible encontrar análogos en el lenguaje 
común. No hay razón por la que no deberían ocurrir en este o, en efecto, por la que uno pueda 
introducirlas, si así lo desea, en su propio lenguaje ordinario. 

Se ha mostrado que todas las funciones de verdad (estrictamente hablando, todas las funciones 
de verdad binarias, esto es, de dos argumentos) pueden introducirse mediante una definición si 
queremos empezar (a) con una sola noción de negación alternativa, esto es, la función veritativa 


a Véase, en particular, Lógica Matemática, edición revisada, Cambridge, Mass., 1955. 


“p|g” que tiene el valor F para “V|V” y el valor V para los otros tres casos, o bien (b) con la única 
noción de negación conjunta, esto es, la función “p J q” que tiene el valor V para “F J F” y el valor 
F para los otros casos. (Nótese aquí que hemos escrito los símbolos para la combinación de 
funciones de verdad —”” y “J”— entre las proposiciones combinadas. No existe diferencia 
respecto al orden adoptado.) 

Las definiciones de “And(p, q)”, “or(p, q)”, “OR(p, q)” pueden obviamente extenderse a 
funciones similares de tres o más argumentos. Por lo tanto las funciones de verdad de n 
argumentos “And(pi, ..., pn)” tiene el valor V solo si todos los argumentos tienen ese valor; “or(p1, 
..» Pn)” tiene el valor F' solo si todos los argumentos tienen ese valor, y “OR(pi, ..., pn)” tiene el 
valor V solo si uno y no más que uno de sus argumentos tiene este mismo valor. Un ejemplo 
evidente de función veritativa de un solo argumento sería “No-(p)”, definido como F si p tiene el 
valor V, y V si p tiene el valor F. (El símbolo - se suele utilizar en lugar de Vo-.) 

Es importante ver claramente qué rasgos son relevantes en una proposición compuesta 
considerada meramente como una función veritativa. Por ejemplo, en la medida en que “(Bruto 
asesinó a Cesar) y (Roma se encuentra en Italia)” son funciones de verdad, todo lo que importa es 
el hecho de que ambos argumentos de la función “And(p, q)” y por ende la propia función tienen 
el valor v. Por qué función veritativa 
está la proposición de verdad completamente representada por “And(V, V)”, o más 
explícitamente “And(V, V) = V”. La proposición “(Los leones son mamíferos) y (Los elefantes 
son más grandes que los ratones)”, que es además una cuyos argumentos son ambos proposiciones 
verdaderas, tiene exactamente la misma estructura de función veritativa que el primer ejemplo. En 
efecto, en la medida en que las dos proposiciones son funciones de verdad están ambas 
representadas por la misma fórmula “And(V, V)” o, más explícitamente por “Anad(V, V) = V”. 

Frege cuenta para esta situación —+tan extraña como parece a simple vista— extendiendo 
desde los conceptos hasta las proposiciones la distinción entre connotación y denotación, o su 
propia y más precisa distinción entre sentido y denotación (Sim y Bedeutung). “Animal racional” 
y “bípedo implume”. por usar una ilustración bien conocida, difieren en sentido pero tienen la 
misma denotación. De forma similar, la proposición “Bruto asesinó a Cesar” difiere en sentido de 
“Los leones son mamíferos”, pero las dos concuerdan según Frege en denotación: ambas denota 
la verdad, el valor de verdad V. En general toda proposición denota o bien V o bien F, siendo F 
denotada, por ejemplo, como “2 + 2 = 5”, “Los leones son peces” o cualquier otra proposición 
errónea. 

Se acepte o no ésta perspectiva —de que todas las proposiciones verdaderas denotan (son 
nombres de) el valor de verdad V que todas las proposiciones erróneas denotan (son nombres de) 
el valor de verdad F— no es el problema. La cuestión es que en la medida en que consideremos 
una proposición como función veritativa de sus componentes, deberemos tener en cuenta solo su 
veracidad y su falsedad e ignorar cualquier otra información que sus componentes puedan 
transmitir. 

No todas las proposiciones compuestas pueden ser consideradas como funciones de verdad. 
Considérese, por ejemplo, la proposición compuesta “Creo que no habrá guerras en los próximos 
veinte años”. La veracidad o falsedad de esta no depende del valor de verdad del componente “no 
habrá guerras en los próximos veinte años”. De nuevo el valor de (“todos los hombre son mortales 
y Sócrates es un hombre” implica que “Sócrates es mortal”) no depende de que el antecedente y 


Véase, por ejemplo, H. Reichenbach, Fundamentos Filosóficos de la Mecánica Cuántica, Berkeley, 1948. 


el consecuente sea verdad o no. Esto mismo se aplica a todas las afirmaciones y negaciones de la 
deducibilidad. 

Por último no es de ninguna forma obvio que toda proposición sea verdadera o falsa. Se puede 
argúir que el inglés contiene proposiciones indeterminadas; que las proposiciones con un valor de 
verdad indeterminado es deseable y válido —por ejemplo, para una presentación satisfactoria de 
la mecánica cuántica! ; que por profundas razones lógico filosóficas la validez general de la ley de 
medio excluido en la que reposa la dicotomía de proposiciones en aquellas que tiene un valor de 
verdad V y aquellas que tienen un valor de verdad Fes inaceptable. Debido a su importancia para 
la lógica y la filosofía del logicismo merece recalcarse que la función veritativa es un tipo de 
proposición compuesta abstracta muy especial, uno que en ciertos sentidos representa ciertas 
característica del inglés y otros lenguajes naturales (véase los ejemplos arriba), pero que en otros 
respectos son idealizaciones y simplificaciones (por ejemplo, el supuesto de que hay dos valores 
de verdad definidos). Como tales se recomiendan para algunos propósitos mientras que no tienen 
cabida para otros. 

Ahora podemos regresar al problema que, desde el punto de vista del logicismo, es más 
importante. ¿Qué funciones de verdad son proposiciones lógicamente necesarias, y por tanto 
pueden hacer premisas permisibles para la deducción de la aritmética desde la lógica? La respuesta 
es clara. Una función veritativa, digamos f(p1, p2, ..., pn), es lógicamente necesaria si y solo si es 
idénticamente cierta, esto es, cierta para todos los valores de los argumentos p1, p>, ..., Pn. En otras 
palabras, sea cual sea el valor de los argumentos, si V o si F, la regla de composición, simbolizada 
como f, es tal que el valor de verdad de la proposición compuesta es siempre V. Considérese como 
ejemplo simple el enunciado compuesto “p o no-p” o, usando otra forma de escribirlo, “p v -p”. 
En este, si p es verdadero, -p es falso y si p es falso, entonces -p es verdadero. Uno de los dos 
enunciados debe ser cierto. El caso en el que ambos son falsos no puede darse. Por lo tanto, uno 
de los miembros del enunciado debe ser cierto. Dada una alteración en la que un miembro es 
verdadero, cualquier compuesto “p v -p”, donde p es cualquier enunciado enunciado sobre 
veracidad y falsedad, debe ser cierto. 

No todas los enunciados idénticos verdaderos son tan fáciles de reconocer. Pero mientras un 
enunciado compuesto sea una función veritativa que consista en un número finito de componentes 
de veracidad y falsedad, será posible decidir de una forma puramente mecánica, tras un número 
finito de pasos, si la función veritativa compuesta es o no verdad para todos los posibles valores 
de sus argumentos. (Métodos para esto mismo se explican e ilustran en libros de texto básicos 
sobre lógica simbólica.) La negación de una función veritativa que es idénticamente verdad es, 
por supuesto, sucesivamente, idénticamente falsa, esto es, falsa para todos los valores de sus 
componentes. 

Fuera de la lógica formal, las funciones de verdad que son idénticamente verdaderas o 
idénticamente falsas son naturalmente de poco interés. Por lo tanto rara vez se dice, por ejemplo, 
que o bien habrá guerra el próximo año o que no habrá guerra el próximo año. En el asunto 
ordinario de transmitir información nos incumben precisamente los enunciados que no son 
idénticamente verdad y que no son idénticamente falsos; con tales enunciados, por ejemplo, “habrá 
guerra el próximo año y no usarán en ella armas nucleares”. Este enunciado no es ni 
necesariamente verdad ni necesariamente mentira. 

Dado que la clase de funciones de verdad que son idénticamente verdad está bien definida y 
dado que pueden hallarse por métodos rutinarios si una función veritativa cualquiera es o no 
idénticamente verdad, no hay necesidad para construir un sistema deductivo para postulados y 
teoremas de los cuales se puedan unir a toda función veritativa idénticamente verdadera y no a 


otras proposiciones. Tal sistema deductivo debería llamarse “cálculo proposicional”. Muchos de 
estos sistemas ya se han construido. Su mayor valor desde nuestro punto de vista es, por así 
decirlo, pedagógico. Son simples ejemplos que muestran el rigor con el que, en la lógica 
matemática, se deducen los teoremas a partir de postulados y definiciones, de acuerdo a las reglas 
de transformación. Forman, además, el núcleo de los todavía más íntegros y poderosos sistemas 
lógicos en los que se puede deducir los teoremas de la aritmética y de otras ramas de las 
matemáticas puras. 

Lo que debe quedarnos en este punto del estudio es que por una parte todas las funciones de 
verdad proposicionales (todas la funciones de verdad tautológicas) pueden considerarse como 
premisas al intentar derivar las matemáticas a partir de la lógica; y que, por otra parte, podemos 
mostrar mecánicamente, tras un número finito de pasos, si cualquier función veritativa 
proposicional es o no una tautología. Dentro del dominio de la lógica de las funciones de verdad 
la diferencia entre proposiciones obviamente análiticas y no obviamente analíticas (lógicamente 
necesarias) ya no es relevante. A partir de esta el problema leibniziano de reducir estas últimas a 
las primeras ha quedado resuelto. Todas las funciones de verdad tautológicas pueden considerarse 
como premisas y algunas son requeridas como tal. Pero necesitamos otras premisas además de 
estas. 


3. Sobre la lógica de clases 


Entre las proposiciones que por acuerdo general se consideran como pertenecientes a la lógica, 

y por lo tanto como permisibles como premisas al deducir las matemáticas puras a partir de la 
lógica, se encuentran varios principios relativos a las relaciones entre clases y entre clases y 
elementos. Su presentación sistemática en la forma de sistema deductivo, principalmente debida 
a Boole, precede a la pareja presentación de la lógica de las funciones de verdad, y marca una de 
las fuentes de la lógica moderna. 
Deberíamos empezar, así como Lewis y Langford,! considerando brevemente la así llamada 
elementalmente lógica de clases, que fácilmente se verá conformar parte de la totalidad de nuestra 
ordinaria forma de pensar acerca las clases; pero tendrá que extenderse si se quiere proveer de 
premisas lo suficientemente poderosas como para soportar el programa de Frege y de Russell. 
Desde de todos los sistemas de la lógica de clases elemental, hemos elegido uno en el que las 
siguientes nociones son aceptadas como claras, a saber: clases, simbolizadas como a, b, c,...; el 
producto de dos clases, por ejemplo a A b, que cuenta como elementos a todos los miembros en 
común de a y de b y de ningún otro; la clase universal, simbolizada como V, que consiste en todos 
los elementos disponibles en un determinado universo clasificado del discurso; la clase 
complementaria —por ejemplo, a” de a que contiene todos aquellos elementos de V que no son 
elementos de a. 

En términos de dichas nociones definiremos “A” como “V””, esto es, como la clase vacía o 
nula; “(a Uby” como “(a* NA bY”; y “a=b” como “aN b=a”.aUbo la suma de a y de bes la 
clase que tiene como elementos a cada elemento de a, cada elemento de b y a cada elemento en 
común. a b expresa que cada elemento de a es un elemento de b, esto es, que a está incluido en 
b. 

Las seis siguientes fórmulas pueden servir como postulados: 


! Symbolic Logic, Nueva York, 1932. 


(iy) aNa=a (iDaNb=bNa (inan(bNc=(anNnbNc, GivnanNnA=A, (mMsianb"=A, 
entonces a Cb, (vi) Siacbyacb' entonces a= A. Éstas formulaciones llevan directamente 
mediante razonamiento a los teoremas de la lógica de clases elemental —al igual que a la álgebra 
“ordinaria”. Muy apropiadamente, los libros de texto de la lógica formal sustituye las reglas de la 
transformación del formulario por reglas de razonamiento informal. 

Para probar la suficiencia del formalismo para nuestros razonamientos intuitivos relativos a 
las clases, tendremos que considerar a, b, c,... como clases (agudamente definidas) de, digamos, 
animales, tomando V como la clase de todos los animales y A como clase vacía. Las dificultades 
comienzan a surgir cuando consideramos clases artificiales (conjuntos) cuyos elementos, finitos 
o infinitos en cantidad, son recogidos sin referencia a sus similaridades y sin propósito de 
clasificación. Cantor, el fundador de la teoría general de clases o conjuntos, definido un conjunto 
(Menge) como “una colección de objetos definidos y bien distinguidos de nuestra percepción o 
pensamiento —los elementos del conjunto— dentro de un todo”.! Para él, hubiera sido un 
conjunto o clase, por ejemplo, la “colección en un todo” de (a) todos los números irracionales 
(tomados por separado), (b) el conjunto de todos los números irracionales (tomado como un solo 
elemento) y — para una buena medida— (c) Pitágoras. 

Uno de los eventos más importantes y fructíferos de la historia de la lógica de las matemáticas 
y de la filosofía de las matemáticas fue el descubrimiento de que la lógica de clases de Cantor, al 
admitir como clase a cualquier colección, no obstante formada, llevaba a contradicciones. Su 
ocurrencia, como veremos, se vuelve necesaria para distinguir entre clases admisibles e 
inadmisibles, esto es, aquellas que llevan a inconsistencias internas y aquellas que no. La región 
del pensamiento en la que tales distinciones son imperativas es como un pequeño pero notorio 
pantano del que uno podría drenar, y que, consecuentemente, sería imperativo el edificarlo, por 
cualesquiera medio artificiales disponibles. El camino de la deducción a partir de la lógica de las 
matemáticas pasa a través de su territorio. Aquí es dónde los seguidores de Leibniz, Frege y de 
Russell se ven forzados, con intención de cruzar de uno a otro, a hacer asunciones no “obviamente 
lógicos” —al menos en el sentido de “lógico” presente en el uso que hacen Leibniz, Frege y 
Russell del término. 

Tratemos ahora el conocido caso de una antinomia en la teoría de clases, descubierta 
independientemente por Russell y por Zermelo.? Si admitimos, como conjuntos, a todas las 
colecciones de objetos que conforman la definición de Cantor, esto es, todas las cualesquiera 
colecciones, debemos ipso facto admitir conjuntos que se contienen a sí mismos como elementos. 
Por ejemplo, el conjunto que consiste en todos los conjuntos en sí mismo un conjunto, y por lo 
tanto un elemento del conjunto de los conjuntos —el mismo; o de nuevo el conjunto de todos los 
conjuntos con más de diez elementos tiene más de diez elementos y por lo tanto de nuevo se 
contiene a sí mismo como miembro. Estos conjuntos podrían sorprendernos por ser de alguna 
forma anómalos en comparación con los conjuntos normales de clases que no se contienen a sí 
mismos como elementos: por ejemplo, el conjunto de todos los hombres —que contenga a cada 
hombre pero no al mismo conjunto como elemento. 

Sea n el conjunto de todos los conjuntos normales, esto es, un conjunto de todos los conjuntos 
que se contenga a sí mismo. Si m es cualquier conjunto normal particular, digamos el conjunto de 
todos los hombres, en tonces m es un elemento de n —o, en símbolos, m e n. De nuevo sería 


1 “Beitráge zur Begrindung transfiniten Mengenlehre 1” en Mathematische Annalen, 1895. 


2 Véase Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre, reimpreso por Dover Publications, Nueva York, 1946, o Fraenkel 
y Bar-Hillel, Fundamentos de la Teoría de Conjuntos, Amsterdam, 1958. 


correcto declarar cualquier que para cualquier conjunto anómalo a (por ejemplo, el conjunto de 
todos los conjuntos), -(a € n). 

Sim e n (sim es un conjunto normal) entonces, y solo entonces, -(m € m) (m no es un elemento 
de sí mismo). Ahora preguntémonos si n —el conjunto de todos los conjuntos normales— es 
normal. Sin n (si n es un conjunto normal) entonces, y solo entonces, (n € n). En otros términos, 
el enunciado de que n es normal implica, y es debido a, el enunciado que dice que n no es normal. 
La antinomia se puede deducir de la lógica de clases ordinaria si definimos dentro de la clase n de 
todas los conjuntos normales y su clase complementaria n” = a de todos los conjuntos anómalos. 

Lo que se requiere para la deducción de las matemáticas a partir de la lógica, es una lógica de 
clases que pueda proporcionar principios adecuados para este propósito sin que deje antinomias. 
Además se necesita una justificación de dichos principios más que unos cimientos pragmáticos. 
El programa del logicismo consiste en deducir las matemáticas a partir de principios lógicos, 
siendo todos de ellos lógicos. A menos que se pueda demostrar que las premisas son principios 
lógicos, el trabajo no estará acabado, Puede, por supuesto, no haber más que admiración por la 
técnica deductiva por la que se debería deducir la totalidad de la aritmética y más, a partir de un 
conjunto muy pequeño de postulados por reglas formalizadas de inferencia. Pero a menos que 
dicho conjunto consista en postulados o bien obviamente o bien demostrablemente lógicos, no 
demostrará la veracidad del logicismo. 

Russell argumenta que la antinomia de la que hemos hablado, y algunas otras que pueden 
generarse dentro del marco de trabajo de la teoría de conjuntos de Cantor, es el resultado de cierto 
tipo de círculo vicioso. El principio que muestra qué es lo que debe evitarse y cómo puede evitarse 
es formulado en los Principia Mathematica como sigue.! “Sea lo que sea lo que incluya todas las 
colecciones no debe ser parte de la colección”; o, en cambio, “Si, siempre que una colección 
tuviera un total, tendría miembros solamente definibles en términos de este total, entonces dicha 
colección no tiene un total.”” El principio sugiere una jerarquía de tipos, y restricciones en la 
formación de clases en sus términos. Podemos distinguir clases unas de otras según el tipo como 
sigue: tipo O, individuales; tipo 1, clases de individuales; tipo 2, clases de clases de individuales, 
etc. Además de este tipo puro de clases, las clases mixtas también son concebibles. 

Si definimos un conjunto normal como aquel que no se contiene a sí mismo com elemento, 
siempre habrá una forma de evitar el problemático “n e n, si y solo si -(n € n)” —“siendo n el 
conjunto de todos los conjuntos normales). Podríamos simplemente prescribir que una clase nunca 
debe contenerse a sí misma como miembro. La prescripción debe forzosamente estar prescrita por 
cualquier clase que contenga solo clases de un tipo inferior como miembros; o toda clase deberá 
contener solo tales miembros como en el caso de los de un tipo inferior. Esta última regla, de que 
en una clase de enésimo tipo sus miembros deben todos ser del “(n — 1)esimo” [o “x, - 1”] tipo, es 
adoptada de hecho por Russell. 

Aunque el principio del círculo vicioso evita las antinomias conlleva dificultades que requiere 
nuevos postulados para su obviación. El principio del círculo vicioso estratifica clases en tipos, y 
la estratificación se extiende a todas las proposiciones de función —siendo la función 
proposicional D(x) la clase de todos objetos de los que D(x) pueden afirmarse con certeza; por 
ende se extiende a todas las proposiciones, dado que emitir una proposición implica aplicar una 
función proposicional, o (por usar la expresión de Frege) un concepto, a un objeto. (Estrictamente 
hablando deberíamos por supuesto considerar además la función DP(x1, x2, ..., Xn) donde n > 1.) 

Russell estaba al tanto de esto. “Es importante”, dice en los Principia Mathematica ? observar 


122 edición, vol. 1, p. 37. 2 Vol. 1, p. 166. 


“que dado que hay varios tipos de proposiciones y de funciones.... todas las frases que se refieren 
a “todas las proposiciones”, o a “todas las funciones”, o a “alguna proposición (indeterminada)”, 
o a “alguna función (indeterminada)” sin prima facie insignificantes...” Él recalca este punto. “Si 
las matemáticas son posibles”, dice, “es absolutamente necesario... que debamos encontrar algún 
método para crear enunciados que sean usualmente equivalentes a lo que tengamos en mente 
cuando hablemos (imprecisamente) de “todas las propiedades de x”.” No tenemos que considerar 
aquí el método propuesto por Russell, o los posteriores postulados en los que se encarna. Tampoco 
hace falta decir nada sobre los varios intentos por parte de los sucesores de Russell por reducir los 
epiciclos, por así decirlo, que Russell descubrió debían ser impuestos en el principio del círculo 
vicioso, en sí mismo un epiciclo de la teoría de conjuntos de Cantor. 


4. Sobre la lógica de la cuantificación 


El último grupo de postulados es necesario para llevar a cabo el programa de Frege y Russell 
relativo al uso de términos como “todos” y “algunos” en las matemáticas. Estos fueron los últimos 
pasos para formalizar el aparato lógico. Esta necesidad se vuelve clara cuando consideramos la 
transición desde los enunciados en los que se aserta sobre la propiedad de un objeto individual, 
hasta los enunciados en los que se aserta sobre la propiedad de un número finito de objetos, y de 
ahí hasta los enunciados en los que se habla sobre un número de hecho infinito. 

Considérese el enunciado “Sócrates es mortal”. Aquí podemos distinguir con Frege (1) la 
función insaturada “x es mortal” y (11) “Socrates” como el nombre de uno de sus valores. Dado 
que la saturación de la función por el nombre de un objeto nos da una proposición de veracidad, 
la función insaturada es llamada por Russell “función proposicional” y por Frege “concepto”. Si 
asumimos, ya que somos libres de hacerlo, que el número de hombre es finito y que todos ellos 
son distinguidos sin ambigiúedades por sus nombres, entonces afirmar que “todos los hombres son 
mortales” es desde nuestro punto de vista lo mismo que afirmar que “Sócrates es mortal y Platón 
es mortal y ...”, donde los puntos suspensivos sugieren la completación de una conjunción 
larguísima de proposiciones en la que hay un número finito y todos derivan de la misma función 
proposicional de una forma simple y directa. Esta conjunción es una combinación de funciones 
de verdad de elementos que tienen el valor V solo si todos los componentes tienen el mismo valor. 
De otra forma, tendría en valor opuesto F. Podemos abreviar la conjunción escribiendo: “(x) (x es 
mortal)” o más sistemáticamente “(x) fx)”. (Por conveniencia asumimos que nuestro universo 
discursivo consiste solamente en hombres.) 

Afirmar que existe, digamos, un hombre, es afirmar que “Sócrates es un hombre y Platón es 
un hombre y ...” donde los puntos suspensivos sugieren la completación de una alternancia 
larguísima, derivada de una forma bastante simple de la misma función proposicional. Esta 
alternancia es de nuevo una función veritativa que tiene valor F solo si todos sus componentes 
tienen el valor F. Puede escribirse en la forma “(3x) (x es un hombre)” o más sistemáticamente 
“(3x) D(x)”. En otras palabras nuestra proposición universal y existencial puede perfecta y 
fácilmente incorporarse en la lógica de las funciones de verdad, siempre que el rango de nuestras 
funciones proposicionales sea finito. 

Ahora algunas de las funciones proposicionales más importantes en las matemáticas puras, 
como “x es un entero” o “x es un número irracional”, son de rangos no finitos. Deben considerarse 
infinitas, al menos potencialmente. Los filósofos de las matemáticas que adoptan el programa de 
Russell consideran los rangos de “x es un entero” y de “x es un número irracional” como de hecho 


infinitos, y consideran el último como mucho más grande que el primero. Si, por lo tanto, se 
formulan las reglas para el uso de “para todo x” y “existe un x tal que ...”, no pueden ser 
consideradas com reglas para tales combinaciones de funciones de verdad como los conectivos 
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y” y “o” (en símbolos “£” y “v”). De hecho las conjunciones y alternancias de funciones de 
verdad se han usado no obstante como analogías heurísticas para los enunciados universales y 
existenciales. 

Por tanto en un universo discursivo que consta solo de dos objetos, digamos de a y de b, una 
proposición como “fía) y f(by” se puede escribir como “(x) fx)”. Ahora bien, dado que 
“Ka) « fíb) > fla)” es una función veritativa tautológica, la fórmula “((0) 00) > fa)” en nuestro 
universo finito de dos objetos es asimismo una función veritativa tautológica. Si ahora el rango de 
“Kx)” es infinito aún podemos considerar “((x) fx)) > fla)” como válida, postulando nuestro 
sistema lógico o concibiéndolo como deducible como teorema. Del mismo modo tenemos en 
nuestro universo finito de dos objeto la tautología “Kía) > (fa) v AK(b))”. Dado que a y b son los 
únicos objetos, esta fórmula se podría escribir como “fKía) > (Ex) KG)”. Si nuestro universo es 
infinito, si queremos emitir la fórmula en general, debemos incluirla entre nuestro postulados o 
teoremas. La introducción heurística de los principios de cuantificación extendiendo los rangos 
de las funciones proposicionales desde unos finitos hasta otros “infinitos”,' es más instructiva al 
mostrar cómo de sólida debe nuestra “lógica” para que las matemáticas sean deducibles a partir 
de esta. 

Los postulados que proporcionan los rangos infinitos cubiertos por el equivalente logicista de 
las frases “para cada entero...” o “para cada número real...” son susceptibles de interpretación 
múltiple. Se pueden considerar como meros dispositivos técnicos, admisibles siempre y cuando 
se pueda demostrar que no llevan a contradicciones. Este es esencialmente el punto de vista de 
Hilbert y su escuela. Pueden considerarse, de nuevo, como inadmisibles por no representar 
correctamente la naturaleza de las matemáticas. Esta es en esencia la perspectiva de Brouwer y 
sus discípulos. Se podrían considerar, por último, como asunciones empíricas sobre el mundo. Por 
ende Russell considera hipótesis empíricas a los enunciados que dicen haber un número infinito 
de clases de individuos en el universo. Decir que hay menos de nueve individuos en el mundo 
debería ser una proposición empírica falsa, decir que hay más de nueve debería considerarse como 
verdadera. Decir que hay un número infinito de individuos en el mundo debería ser de acuerdo a 
Russell es emitir un enunciado empírico que podría ser verdadero o falso pero que en los Principia 
Mathematica se considera verdad.? 


5. Sobre sistemas logicistas 


Cualquier sistema logicista tiene que ser juzgado tanto desde un punto de vista matemático 
como desde un punto de vista filosófico. Matemáticamente, debemos preguntarnos si su 
simbolismo es preciso y si sus deducciones son tan rigurosas como podrían, en vista de la técnicas 
matemáticas existentes, serlo razonablemente según la demanda, o si el sistema en efecto 
representa un avance en estos sentidos. Filosóficamente, debemos confrontar y comparar el 
sistema logicista con las tesis y programas lógico filosóficos, como lo enuncian Leibniz, Frege, 


l Detalladamente llevado a cabo por Hilbert y Bernays, Grundlagen der Mathematik, Berlín, 1934 y 1939, vol. I, 
pp. 99 ff. 
2 Véase además Introducción a la F ilosofía Matemática, 2” edición, Londres, 1920, pp. 131 ff. 


Russell y otros. Debemos juzgar al sistema a la luz de la tesis de que las matemáticas son lógica 
(en los muchos sentidos de este aforismo) y también debemos juzgar cómo de iluminada se 
encuentra esta tesis por el sistema o, tal vez, cómo de oscurecida. Si el sistema es defectuoso, las 
matemáticas en su confrontación con las tesis filosóficas y programas puede a veces ser inútil. A 
pesar de todo, la mera perfección matemática del sistema no es suficiente para validar una filosofía 
logicista de las matemáticas. 

Dado que al presente ensayo le concierne la lógica matemática solo en la medida en que esta 
es relevante para la filosofía de las matemáticas, intentaré no criticar ningún —otro— sistema 
desde una perspectiva matemática. Intentaré siempre asumir, o garantizar para la contundencia del 
argumento, que el sistema formal sobre el que se discute es matemáticamente firme, o que puede 
serlo sin ningúna alteración sustancial. Para aceptar, digamos, las matemáticas de Russell y 
rechazar al mismo tiempo su tesis filosófica de que las matemáticas son deducibles a partir de, o 
traducibles a la lógica, no hay que hacer mucho más que, por ejemplo, aceptar las matemáticas de 
Euclides y discutir sobre su tesis filosófica de que el espacio perceptual es euclidiano. 

Todos los sistemas logicistas trazan una lista de postulados y reglas de inferencia para la lógica 
de las funciones de verdad, la lógica extendida de clases y para la lógica de la cuantificación. La 
lista de postulados y la lista de las reglas de inferencia no son independientes. Por ejemplo, una 
lista considerablemente larga de postulados le permite a uno economizar en reglas de inferencia. 
A veces se puede adoptar un número infinito de postulados, por ejemplo, estipulando que todas 
las funciones de verdad tautológicas, o que todas las fórmulas que conforman ciertas descripciones 
sistemáticas sean postulados. Esta forma de especificar los postulados es adoptada por la Lógica 
Matemática de Quine. La L. M. —como es llamado a menudo este sistema— necesita por otra 
parte solo una regla de inferencia, a saber, el modus ponens: Si (D > Y) y O y Y son teoremas, 
entonces “Y también es un teorema. 

La L. M. es uno de los sistemas más influyentes que se han construido a la luz de los ideales 
lógicos. Su intención es la mejorar los Principia Mathematica evitando algunas de sus 
dificultades, especialmente aquellas conectadas con la teoría de tipos. Dado que nuestro interés 
radica en el logicismo como filosofía de las matemáticas y dado que queremos conceder los 
reclamos matemáticos de la L. M. o de sistemas similares, en la medida de lo posible, está bien 
indicar lo que el propio Quine pretende con la L. M. 

Él reclama que las nociones de la aritmética puedan ser definidas en términos puramente 
lógicos; que las “nociones de identidad, relación, número, función, suma, producto, poder, límite, 
derivada, etc. sean todas definibles en términos de nuestros tres dispositivos de notación: 
afiliación, negación conjunta, y cuantificación con sus variables”.! La definición aquí puede ser 
tanto explícita como contextual, y no implica la existencia, en ningún sentido, de objetos que 
caigan bajo los conceptos definidos. 

Él no pretende deducir los teoremas de la aritmética a partir de principios puramente lógicos. 
La L. M., al igual que todos los sistemas en los que pretende incorporar (sustancialmente) la 
totalidad de las matemáticas clásicas, cuenta entre sus postulados con un principio que limita el 
uso libre de frases tales como “Todas las clases que...” o “Existe una clase que...”, dado que 
dicha libertad lleva a contradicciones. En la L. M. la libertad de cuantificación con respecto a las 
clases, las clases de clases, etc. está restringida por una regla de estratificación un universo 
discursivo que es más simple que la teoría de tipos de Russell. No se pretende que sea un principio 
lógico. 
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Esto es lo que Quine tiene que decir sobre las muchas formas de lograr la pretensión del 
logicismo y sobre la evitación de las contradicciones: “La formulación menos artificial y al mismo 
tiempo más conveniente técnicamente debería parecer ser aquella que llega tanto como puede a 
los cánones excesivamente liberales del sentido común sin restablecer las contradicciones. Pero 
cuanto más nos acercamos a este punto ideal de liberalidad, más riesgos se corren de restaurar 
sutilmente una contradicción que descubrir posteriormente.” ' (Una versión anterior de la L. M. 
se mostró como inconsistente.) 

Para resumir este capítulo, he intentado explicar de una forma adecuada para nuestro 
propósito, para las consideraciones críticas que vendrán a continuación, cómo el programa de 
Leibniz, Frege y Russell de la filosofía logicista de las matemáticas podría ser llevado a cabo. Ha 
resultado en la construcción de sistemas (interpretados) matemáticos. Cada uno de ellos consiste 
por una parte en postulados y reglas de inferencia mediante las cuales se pueden derivar (1) todas 
las funciones de verdad tautológicas, (11) los teoremas inobjetables de la teoría de clases o 
conjuntos y (111) la teoría de la cuantificación; y, por otra parte, consiste en postulados para la 
inevitabilidad de la inconsistencia. Hemos estado concediendo, por la contundencia de los 
argumentos filosóficos, la pretensión de que los formalismos posean (o podrían, tras 
modificaciones puramente técnicas, hacerse para que posean) el requerido poder deductivo y la 
libertad de contradicción —esta última, a pesar de la opinión de los expertos, todavía no está clara. 

¿Pueden estos formalismos soportar la tesis filosófica de que en efecto las matemáticas puras 
forman parte de la lógica? ¿Y da la filosofía logicista de las matemáticas un enfoque satisfactorio 
de las matemáticas aplicadas? Nuestra próxima tarea será lidiar con estas preguntas. 
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LAS MATEMÁTICAS COMO LÓGICA: CRÍTICA 


ENTRE los problemas a los que cualquier filosofía de las matemáticas debe enfrentarse se 
encuentran, como ya señalamos al comienzo de este ensayo, en primer lugar el de la estructura y 
función de las matemáticas puras, en segundo lugar el de el de la estructura y función de las 
matemáticas aplicadas y en tercer lugar los problemas que rondan el concepto de infinito. La 
respuesta logicista a la primera puede, de acuerdo al capítulo anterior, ilustrarse por su enfoque 
de la proposición “1 + 1 =2”, que es básicamente este: 

Según Frege y Russell el número 1 es definido como una propiedad o, más comúnmente, como 
una clase, a saber, la clase de todas las clases que contienen un único elemento. Más precisamente, 
una clase x que contiene solo un elemento, en otras palabras, x es un miembro de la clase de clases 
1, (x € 1), si (1) existe una entidad, digamos u, tal que (u € x) y si (11) para dos entidades 
cualesquiera v y w, si (v € x) y (w € x) entonces v = w. (En efecto, si dos entidades cualesquiera 
que son elementos de x son idénticos, son una sola entidad y, como tal, están en x.) El número “2” 
es análogamente definido. Se explica con la frase “y es un miembro de clase 2”, (y € 2), si (1) 
existe una entidad, digamos u, tal que (u¡ € y) y otra entidad u2 tal que (uz € y) y si (11) para 
cualquier entidad, digamos v, si (v € y) entonces (v = u1) V (v = uz). 

En términos de estas definiciones de 1 y de 2, ahora podemos expresar “1 + 1 = 2” 
primeramente en términos de la lógica de las funciones de verdad; en segundo lugar en términos 
de la lógica de la cuantificación, para la que necesitamos la noción de cuantificador universal; y 
por último, por supuesto, en términos de la lógica de clases, para la que necesitaremos las nociones 
de suma de clases a U $ (que es el conjunto de elementos que son miembros de a o BP) y de producto 
de clases a A B (que, como recordaremos, es el conjunto de todos los elementos que son miembros 
en común de a y de f). Si, en particular, (a N fB) = A, esto es, si un producto de clases es un 
conjunto nulo o vacío —entonces a y $ no tienen miembros en común. 

Para simplificar nuestra definición semiformal asumiremos que x e y, que se dan en esta, no 
están vacíos y no tienen miembros en común. Definiremos: “1 + 1 = 2” como 
“000) (e l) « (y € 1)) = ((x U y) 2))”. En otras palabras, al asumir que x e y no son conjuntos 
vacíos y que no tienen miembros en común, para cualesquiera clases x e y —si x es un elemento 
de 1 e y es un elemento de 1— entonces, y solo entonces, su suma lógica es un elemento de 2. 
Podríamos decir que que esta definición, entre otras cosas, ha reducido la adición de números a 
una operación de clases teórica al formar sumas de clases de dos conjuntos. 

Si aceptamos el enfoque logicista de las matemáticas puras ilustrado por el análisis de 
“*1 + 1 =2”, entonces el enfoque logicista de las matemáticas aplicadas ilustrado por el análisis de 
la “una manzana y una manzana hacen dos manzanas” no presenta mayor dificultad. Lidiamos 
ahora, simplemente, con dos enunciados de la lógica. Si a y b son dos clases de manzanas (que no 
estén vacías y que no tengan miembros en común) entonces la fórmula presentada más arriba se 
convierte en ((a € 1)  (b € 1)) = ((a U b) 2). En otras palabras, “1 + 1 =2” es un enunciado de 
la lógica sobre de clases de clases en general, mientras que “una manzana y una manzana hacen 
dos manzanas” es un enunciado de la lógica de clases de clases en particular —no un enunciado 
empírico sobre el mundo en el que hay manzanas físicas con ciertas características. Por supuesto 
lo que es lógicamente cierto para las clases de clases en general es lógicamente cierto para las 
clases de clases de manzanas, de peras, de números, etc. 


El logicismo no conoce ningún problema ajeno a las proposiciones de las matemáticas puras 
y de la geometría aplicada ni a sus mutuas relaciones. Aritmetiza, por usar la expresión de 
Welerstrass y Felix Klein, la totalidad de la geometría tras el modelo de la geometría analítica 
cartesiana; por tanto también incorpora la geometría en el sistema logicista. Es claro que la validez 
de su enfoque depende enteramente de si acepta o no el enfoque logicista de las matemáticas puras 
y aplicadas. 

Al considerar el tercer problema al que cualquier filosofía de las matemáticas debe enfrentarse, 
el concepto de infinito matemático, el enfoque logicista de la secuencia de los números naturales 
implica la asunción de infinitos reales. Pero aunque el logicismo, según Cantor, emplee esta 
noción más libremente al desarrollar unas matemáticas de infinitos de varios tamaños y varias 
estructuras internas, su teoría matemática no está respaldada por ninguna teoría filosófica del 
análisis. 

Estas consideraciones preliminares sugieren el siguiente orden según sea apropiado para 
intentar evaluar la filosofía logicista de las matemáticas. Propongo en primera instancia 
argumentar que, aunque el logicismo asegura reducir las matemáticas a la lógica, no demarca 
claramente el campo de la lógica. A continuación intentaré mostrar que el enfoque logicista de las 
matemáticas puras y aplicadas no justifica el hecho de que mientras que las proposiciones de las 
matemáticas puras, por ejemplo, “1 + 1 = 2”, son a priori o no empíricas, aquellas de las 
matemáticas aplicadas, por ejemplo, “una manzana y una manzana hacen dos manzanas”, son a 
posteriori o empíricas. En resumen, trataré de argilir que la diferencia fundamental entre los 
conceptos y proposiciones no empíricas y empíricas es ignorada. A continuación trataré de 
considerar el uso logicista de la noción de infinito real, que está relacionada con el concepto 
matemático de número natural pero con el empírico. Intentaré mostrar aquí que este uso suscita 
preguntas que el logicismo no responde de ninguna manera. Por último trataré de enfocar la 
atención hacia el enfoque logicista de la geometría pura y aplicada, ambas por su cuenta, y porque 
subraya y refuerza las objeciones contra el análisis de la aritmética pura y aplicada. 


1. El enfoque logicista de la lógica 


La lógica, que el logicismo dice ser reducible a partir de las matemáticas puras, presupone la 
dicotomía fundamental de todo el conocimiento en empírico y no empírico o, como se ha vuelto 
costumbre expresar desde los tiempos de Kant, en a posteriori y a priori. Esta dicotomía es 
aceptada por los filósofos pertenecientes a un vieja y amplia corriente de la tradición que incluye 
a Platón, Aristóteles, Leibniz, Hume, Kant, Frege y Russell. Es rechazada por Hegel, por los 
idealistas absolutos modernos como Bradley y Bosanquet, y por los pragmáticos de diversa 
persuasión. 

La dicotomía es explicada de diferentes formas, pero todas son similares en intención a una 
que se mostrará a continuación, que es suficiente para nuestro presente propósito. Asumiremos 
qué se entiende cuando se dice que un enunciado describe una posible percepción o experiencia 
sensible: y también porque un enunciado implica lógicamente otro. Podemos decir, pues, que 
(incluso a la manera de Kant) el enunciado es a posteriori sí, y solo si, (1) describe una posible 
experiencia sensible o (11) si es internamente consistente e implica un enunciado que describa una 
posible experiencia sensible. Por tanto “el papel en el que está impreso este libro es blanco” es a 
posteriori porque describe una percepción sensible. Y “todos los libros están impresos en papel 


blanco” —sea verdadero o no— es un enunciado a posteriori dado que implica, por ejemplo, que 
el papel en el que está impreso este libro es blanco. 

Una proposición que no es a posteriori es a priori. Ejemplo de proposiciones a priori son: 
p Y =p, o cualquier otra función veritativa tautológica; 1 + 1 =2, o cualquier otra proposición de 
las matemáticas puras; y puede que “el hombre tiene un alma inmortal” y otras aserciones de la 
teología. (No tenemos que ocuparnos de la cuestión de si tales proposiciones teológicas son 
“significantes” o no ya que prescindir de ellas solo podría privarnos, a lo sumo, de algunos 
ejemplos convenientes.) El distinguir entre proposiciones a posteriori y a priori le corresponde 
una distinción similar entre conceptos a posteriori y a priori. Un concepto es a posteriori si al 
aplicarlo a un objeto uno está emitiendo una proposición a posteriori. 

Los filósofos que dicotomizan todo el conocimiento de la forma que ya se ha indicado entre a 
priori y a posteriori, parecen —con la posible excepción de Mill— considerar las proposiciones 
tanto de la lógica como de las matemáticas puras como a priori. Lo que es controversial entre 
ellos es que, dentro de las clases de proposiciones a priori, una distinción más se podría hacer 
entre aquellas de la lógica y aquellas de las matemáticas puras. Los campos de las matemáticas 
puras y de la teología racional comparten la característica de ser a priori; aun así las dos pueden 
ser claramente distinguidas y ninguna de las dos puede ser reducida a la otra. Es igualmente 
posible que las matemáticas puras compartan un carácter a priori con la lógica, y que a pesar de 
ello sean reducibles la una a la otra. 

Vimos en el capítulo I que el logicismo de Leibniz estaba basado en una concepción clara pero 
obtusa de las proposiciones lógicas o, como él las llamaba, verdades de la razón; y sobre una 
concepción clara de la demostración formal de prueba. Esta última concepción ha sido aclarada y 
perfeccionada por sus sucesores. La concepción de las proposiciones lógicas, por el contrario, se 
ha vuelto más y más borrosa —y a través de toda su tesis de que las matemáticas puras son 
deducibles a partir de la lógica ha sufrido de una ineluctable oscuridad. 

Para ver esto, digamos que hay una característica en las proposiciones, digamos L£, que algunas 
poseen y otras no, y que poseen todas aquellas proposiciones que son deducibles de premisas que 
también las poseen. Una característica que cumple con este requisito (de ser “heredable”) sería, 
por ejemplo, la verdad; una que no lo cumpliría, podría ser, por ejemplo, la trivialidad. No tenemos 
que asumir que toda proposición está claramente caracterizada por la posesión o no posesión de 
L. Puede haber casos fronterizos. 

Ahora, en su forma original el logicismo asume que hay características hereditarias L en las 
proposiciones lógicas, a saber, su rasgo lógico, y se propuso mostrar que (1) ciertas proposiciones, 
digamos l, l>, ..., !,, entre otras, poseía obviamente L£; y (11) de todas aquellas proposiciones de 
las matemáticas puras, entre ellas, digamos, mi, ma, ..., Mn, se pueden deducir formalmente —en 
un sentido que no hemos ni discutido ni criticado por el momento. Las proposiciones de las 
matemáticas puras, por lo tanto, también poseen L. Dos afirmaciones diferentes, se observarán, y 
se realizarán. La afirmación matemática del logicismo es la de poder deducir las proposiciones m 
a partir de las proposiciones /. La afirmación filosófica es la de haber exhibido claramente que las 
proposiciones /, y por ende las proposiciones m, tiene la característica general L. La defensa de 
las exposiciones filosóficas presupone que la pretensión matemática puede reivindicarse. Pero la 
pretensión matemática, de la deducibilidad de las proposiciones m a partir de las proposiciones 
li, Ll, ..., ln, puede defenderse sin mostrar que las proposiciones li, l>, ..., ln poseen una 
característica general en común. 

Si echamos un vistazo al sistema logicista de Quine, por ejemplo, no encontraremos 
aserciones, mucho menos argumentos, al efecto de que las premisas del sistema lógico matemático 


posean una característica general L, que, como resultado de la deducción y de la definición, 
aunque no prima facie, parecen poseerla las proposiciones de la aritmética pura. Las premisas son 
meramente enumeradas. Son miembros de una lista, y no son poseedores obvios de una 
característica general L. El sistema de Quine intenta y, como podemos suponer, cumple la tarea 
matemática; pero en absoluto soporta la tesis logicista de que las matemáticas puras son reducibles 
a la lógica, dado que no pretende explicar la noción de proposición de la lógica. Se ha dicho que 
otros ciertos sistemas logicistas son preferibles al de Quine, pero en ninguno de ellos está la lista 
de postulados suministrados por una caracterización general de ellos como lógicos. La falta de 
dicha caracterización es reconocida por la mayoría de logicistas contemporáneos y por aquellos 
cercanos a estos.! 

Pero la oscuridad del intento logicista de la lógica es debida solo en parte al hecho de que no 
se pueden mostrar las premisas de ningún sistema logicista satisfactorio que posea una 
característica general L. Esta incapacidad podría explicarse después de todo, diciendo que L es 
como lo amarillento (o, según algunos, como la bondad moral), una característica insoslayable; y 
que su posesión por los axiomas de un determinado sistema logicista es, afortunadamente, 
aprehendida inmediatamente. Ésta por supuesto parece haber sido la postura de Frege tras su 
descubrimiento de las antinomias de la teoría de clases. Desde entonces, todo sistema logicista ha 
tenido que incluir al menos un postulado cuya aceptación tenga que ser justificada sobre 
fundamentos puramente pragmáticos. Russell no reivindicaría el principio del círculo vicioso, y 
sus suposiciones suplementarias, que tenía la naturaleza inmediatamente obvia e intuitivamente 
innegable de un principio lógico; tampoco hubiera Quine reclamado esto por su su más elegante 
versión. El intento logicista de la lógica es filosóficamente inadecuado más allá de ser meramente 
OSCUTO. 

Si suponemos que es incapaz de un mejoramiento sustancial; se sugieren las siguientes 
alternativas entre otras. Primeramente, la lógica y las matemáticas podrían no ser una ciencia a 
priori sino dos ciencias separadas a priori. Es posible, en otras palabras, caracterizar una clase 
grande de proposiciones a priori, incluidas aquellas de la lógica tradicional y de los Principia 
Mathematica, por una característica hereditaria general L, y caracterizar una un clase grande de 
proposiciones a priori, incluidas aquellas de la aritmética pura y otras muchas proposiciones de 
las matemáticas puras, por una característica hereditaria general M. Pero no hay subconjunto de 
las poseedoras de £ que contengan las premisas a partir de las cuales se podrían deducir todas las 
proposiciones de las matemáticas puras. Esta es de hecho la perspectiva que el logicismo se 
propuso principalmente refutar. Una variante de esta fue mantenida por Kant y todavía sigue 
mostrando su influencia en las filosofías matemáticas del formalismo y del intuicionismo. 

En segundo lugar, se podría sostener que la imposibilidad de encontrar una característica 
general L ni obviamente poseída por los axiomas de un sistema logicista ni obviamente o 
demostrablemente poseída por sus teoremas, muestra que la lógica y las matemáticas puras están 
conectadas incluso más íntimamente. Bajo esta perspectiva la lógica y las matemáticas puras 
debería ser más bien una ciencia, hacer una distinción prima facie entre estas, como hacen Frege 
y Russell, tendría que ser imposible. Hablar de una reducción de las matemáticas a la lógica sería 
tan absurdo como hablar de una reducción de la lógica a la lógica o de una reducción de las 
matemáticas. Si este punto de vista fuera correcto debería ser posible encontrar una característica 
general, digamos A, obviamente poseída por los axiomas de un sistema lógico matemático y 


léase, por ejemplo, Carnap, Introducción a la Semántica, Harvard, 1946, capítulo C. 


obviamente o demostrablemente poseída por sus teoremas. La búsqueda, sin embargo, por dicha 
característica general (de analiticidad, como ha sido llamada, en oposición a las terminologías 
antiguas) que pudiera abarcar tanto la lógica como las matemáticas, por el momento, ha resultado 
ser un fracaso—que es tal vez lo menos sorprendente, en vista de los principios pragmáticos 
incluidos entre los postulados de los sistemas logicistas, especialmente los principios que son casi 
indistinguibles de las hipótesis empíricas sobre el universo. 

Un tercer punto de vista concebibles podría hacer valer la imposibilidad, no solo de encontrar 
la característica L, sino también de encontrar una característica general A que distinguiera las 
proposiciones de la lógica y de las matemáticas por una parte y de las proposiciones empíricas por 
otra. Según este punto de vista la unidad de la lógica y de las matemáticas estaría basada en la 
imposibilidad por cualquier distinción precisa entre proposiciones a priori y a posteriori. Es 
extraño que en este, la misma antítesis del logicismo, debiera estar sostenida por, entre todos los 
filósofos, Quine, cuyo principal propósito como lógico fue el de perfeccionar el sistema de los 
Principia Mathematica. Según este punto de vista el programa de deducir las matemáticas puras 
a partir de la lógica es reemplazado por otro que muestra cómo las mismas proposiciones 
diferentes pueden deducirse a partir de unas pocas. La alegada diferencia lógica entre las 
proposiciones empíricas y las proposiciones no empíricas de la lógica y de las matemáticas es 
considerada como una mera diferencia pragmática, una diferencia en el grado de tenacidad con la 
que varios pensadores se aferraron a las varias proposiciones —siendo las proposiciones de la 
lógica y de las matemáticas aquellas que son menos fácilmente, las empíricas aquellas que son 
más fácilmente, abandonadas. El logicismo original de Frege y Russell se vuelve un logicismo 
pragmático de paso. En su nombre compuesto, el “logicismo” no expresa más que una piadosa 
memoria histórica. 

Más tarde argumentaré que las proposiciones y teorías matemáticas son exactas en un sentido 
en el que las proposiciones y teorías empíricas no solo son; y que las teorías matemáticas son 
existenciales en un sentido en el que —en muchos sentidos de la “lógica”— la lógica no lo es. Es 
decir, que argumentaré, en conjunto, en favor de la opinión de que las matemáticas y la lógica son 
dos ciencias a priori separadas. 


2. La fusión logicista de los conceptos empíricos y no empíricos 


La definición de Frege y Russell de números naturales, y de concepto de número natural, es 
correctamente considerada haber sido una de los rasgos más impresionantes del logicismo. Hay, 
en efecto, una diferencia de opiniones, como hemos visto, entre aquellos que aceptan el enfoque 
de Frege de los números como entidad independientes, y aquellos que siguen a Russell al 
considerar las palabras para los conceptos numéricos como símbolos incompletos —símbolos solo 
contextualmente definidos. La cuestión era afirmar la definibilidad de la noción (su definibilidad 
en términos puramente lógicos) y ofrecer una definición; que estuvieran bajo principios realistas 
o nominalistas metafísicos no importaba. 

El análisis logicista ha sido atacado en varios terrenos. Se ha objetado que, por ejemplo, el 
análisis es circular. Dado que tiene cierto número, como propiedad de clase, es definido en 
términos de la noción de similaridad entre clases, la pregunta que surge es la de cómo 
establecemos la similaridad. Aparentemente, en algunos casos al menos, debemos contar; es decir, 
aplicar el concepto de número. Frege previó esta objeción, e instó que su definición de número de 
un clase en términos de su similaridad de clases no es ni más ni menos circular que la definición 


usual de dirección de una línea recta en términos del paralelismo de las líneas rectas. Frege y 
Russell, no obstante, hicieron suposiciones plausibles. No están, por supuesto, compelidos a 
mantener que la similaridad o falta de ésta entre dos clases, esto es, la presencia o ausencia de una 
correspondencia bidireccional entre sus miembros, pueda establecerse en cualquier caso. Pero 
supusieron que era cierto para dos cualesquiera clases; tanto si eran como no eran similares, 
inclusive aunque no hubiera forma de averiguarlo. La naturaleza de esta suposición es, en el mejor 
de los casos, oscura y necesitada de justificación.' 

Otra, y posiblemente una incluso más extensamente instada, objeción de la definición de 
número de Russell es que un concepto puramente lógico no puede ser definido por referencia a 
una hipótesis no lógica. Russell, como hemos visto, se abre a esta objeción. No solo define cada 
número natural n por tener un único sucesor n + 1, sino que asume como hipótesis no lógica al 
axioma de infinidad, el axioma que “nos asegura (sea verdaderamente o no) que hay clases de n 
miembros y que por ello estamos habilitados a afirmar que n no es igual a n + 1”. Sin este axioma, 
continua, “nos debería quedar la posibilidad de que n y n + 1 pudiera ser asimismo el conjunto 
vacío”.? Esta forma de objeción a la definición de número de Russell —que viola el programa 
logicista— está justificado hasta cierto punto. El programa era el de reducir las matemáticas a la 
lógica y no a las hipótesis lógicas más las hipótesis no lógicas. Pero ésta objeción no llega muy 
lejos. 

Consideremos el concepto “n es un Número Natural” que está definido de forma que no 
implica “n tiene un único e inmediato sucesor”. En otras palabras, admitimos la posibilidad, 
prevista por Russell, de que la secuencia de números llegue a un fin. Además, si lo hay en los 
Números Naturales suponemos que este es tan grande que —científicamente o vulgarmente— 
necesariamente perturbaría. El concepto de Número Natural es ciertamente aplicable a los grupos 
de objetos perceptibles. El enunciado, por ejemplo, de que un puñado de manzanas en esta mesa 
tiene Número Natural 2 es una aplicación del concepto de “Número Natural”; y la veracidad del 
enunciado es independiente de si los Números Naturales son una secuencia inacabable o no. 

Consideremos el siguiente concepto “n es un número natural” que está definido de forma que 
implica “n tiene un único e inmediato sucesor”, y, por lo tanto, “n tiene infinitos sucesores”. Este 
concepto puede que no sea aplicable a los grupos de objetos perceptibles. En efecto la veracidad, 
por ejemplo, del enunciado de que el puñado de manzanas en su mesa tiene el número natural 2 
es dependiente de los números naturales que forman una secuencia inacabable en la que el 2 es 
por definición un miembro. Si “no se forma” dicha secuencia, el concepto “número natural” 
debería estar empíricamente vacío. Los conceptos “Número natural” y “número natural” por ende 
difieren no solo en el contenido lógico, esto es, en sus relaciones lógicas en al menos un concepto; 
sino que también posiblemente en sus rangos de extensión. 

Además, las hipótesis sobre la secuencia infinita de números naturales mediante la cual el 
concepto de “número natural” es definido y provisto con un rango infinito no admite falsificación 
o verificación empírica. Da lugar a hipótesis adicionales de índole similar, una de las cuales “nos 
asegura” que la clase de números naturales está completamente dada, otra que en adición es dada 
la clase de sus subclases. Pero también hay hipótesis que nos aseguran lo contrario. Esta libertad 
de definir conceptos mutuamente inconsistentes y de proporcionarlos por definición con 
diferentes rangos muestra que ninguno de estos conceptos es empírico. Los Números Naturales 


l Véase también Waismann, Einftihrung in das mathematische Denken, Vienna, 1947, pp. 76 ff.; Traducción al 
inglés, Nueva York, 1951. 


2 Introducción a la F ilosofía Matemática, p. 132. 


por otra parte son conceptos empíricos, características de patrones perceptibles tales como grupos 
de trazos O de experiencias temporalmente separadas. Estos y sus relaciones con el otro se 
encuentran, no se postulan. 

Al aplicar las matemáticas puras, “interpretamos” no solo conceptos puros de números en 
términos de los Números Naturales, sino que también relaciones y operaciones (tales como la 
adición) en términos de relaciones y operaciones empíricas. La diferencia entre los conceptos 
físicos o empíricos, y los correspondientes matemáticos de diferente contenido lógico y rango de 
referencia, es generalmente reconocida por las matemáticas aplicadas, en particular por aquellas 
que buscan nuevos modelos matemáticos de experiencia. Por ejemplo, los siguientes son algunos 
comentarios que preceden a un intento por matematizar ciertas partes de la economía de una nueva 
forma.! En todos estos casos en los que a una operación “natural” se le da un nombre que es una 
reminiscencia de una operación matemática —como las instancias de la “adición”, más arriba— 
uno debe evitar cuidadosamente malentendidos. Ésta nomenclatura no pretende ser una 
reclamación para que dos operaciones con el mismo nombre sean idénticas —este no es 
manifiestamente el caso; solo expresa la opinión de que poseen rasgos similares, y la esperanza 
de que se establezca definitivamente alguna correspondencia entre estos. Comentarios similares 
sobre la correspondencia entre las relaciones y conceptos matemáticos y empíricos, con 
advertencias similares, se encuentran en un tratamiento estándar de una (honesta) nueva 
matematización de la estadística en términos de la teoría de medición.? El que las aplicaciones de 
las matemáticas en la experiencia presuponga una correspondencia entre conceptos empíricos y 
las “idealizaciones” de estos que son conceptos matemáticos —entre, por ejemplo, el 
desplazamiento o las velocidades por un parte y los vectores por otro— es al menos un lugar 
común. Mi opinión es que esto es así incluso en el caso de los “Números Naturales” y los “números 
naturales”. 

Pero la razón por la que separar “Número natural” de otros varios conceptos de “número 
natural”, y por la que separa otros conceptos empíricos de sus “correspondientes” conceptos 
matemáticos, no ha sido por el momento expresada completamente. Al comparar los conceptos 
respecto a sus contenidos lógicos, hemos aceptado tácitamente dos asunciones: primero, que 
siempre está claro si un concepto guarda cierta relación lógica con otro; y en segundo lugar que 
las relaciones lógicas que pueden mantenerse entre conceptos matemáticos no son esencialmente 
diferentes a aquellos que pueden mantenerse entre conceptos empíricos. Ambas asunciones son 
erróneas. 

Al considerar la primera, se estará generalmente de acuerdo en que las relaciones lógicas que 
conectan con los conceptos matemáticos, principalmente en los sistemas formalizados, están 
definidos mucho más precisamente que las relaciones lógicas entre conceptos empíricos. Una 
consecuencia de esto es que la pregunta por si dos conceptos matemáticos guardan cierta relación 
lógica o no admite la decisión en casos en los que pregunta considera la correspondencia entre 
conceptos empíricos. La toma precisa de la noción intuitiva de implicación y de otras relaciones 
lógicas pueden, y han sido, logradas de muchas formas diferentes. La red lógica entre los 
conceptos matemáticos es dependiente del sistema lógico —en particular el formalismo lógico— 
en el que se encuentra incrustado. Los conceptos empíricos no están tan anclados en ningún 
sistema parecido. 

Al considerar la segunda asunción, argumentaré más tarde que las relaciones lógicas en las 


lv, Neumann y Morgenstern, Teoría de Juegos y Comportamiento Económico, 2* edición, Princeton, 1947, p. 21. 
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que es posible para las conceptos empíricos el diferenciarse fundamentalmente de aquellos que 
pueden mantenerse entre los conceptos matemáticos. Esta diferencia se mostrará como 
relacionada con la inexactitud de la primera y la exactitud de la última. 

Mi intención en esta sección ha sido la de mostrar que el enfoque logicista de las matemáticas 
aplicadas implica una fusión ilegítima de conceptos matemáticos de números y sus 
correspondientes empíricos. Ignorando la diferencia entre los correspondientes conceptos, el 
logicismo no puede decir, y no lo hace, nada sobre la naturaleza de su correspondencia. Esta es 
una tarea que, eventualmente, se emprenderá. (Véase el capítulo VII.) 


3. La teoría logicista de la infinitud matemática 


Ha parecido claro desde los tiempos de Grecia que si uno se permite pensar en términos de 
infinitos reales, la totalidad de los puntos adimensionales que constituyen una línea o un segmento, 
y la totalidad de momentos adimensionales que constituyen una extensión de tiempo, son en algún 
sentido mayores que la totalidad de todos los posibles enteros o la totalidad de las fracciones. El 
intento por entender configuraciones espaciales continuas, y cambios temporales continuos, en 
términos de relaciones numéricas —el intento por aritmetizar la geometría y la cronometría— 
parece en efecto requerir la comparación de clases infinitas, con respecto a sus tamaños numéricos 
y su estructura ordinal. Se ha conjeturado que el rechazo de los griegos de los infinitos reales, 
como ha sido expresado en particular por Aristóteles, los ha prevenido de unificar la aritmética y 
la geometría a la manera de Descartes, Leibniz y sus sucesores. Ésta unificación ha llevado natural 
y casi que inevitablemente a las matemáticas que distinguen entre tamaños de varios infinitos 
reales, y entre sus estructuras, y entre cálculos con números ordinales y cardinales infinitos. 

La importancia histórica de las “ingenuas” matemática transfinitas, creadas por Cantor e 
incorporadas casi por completo en los Principia Mathematica, difícilmente puede sobreestimarse; 
porque sin las teorías menos ingenuas hubiera habido poco que analizar, con lo que ser crítico, o 
que reconstruir. En lo que prosigue trataré de esbozar brevemente algunas de las nociones 
centrales de la aritmética transfinita, su importancia para el entendimiento de las formas y procesos 
continuos, y los rasgos de estos que parecen precisar de reconstrucción.' 

Llamemos a una clase x una apropiada subclase de y si cada miembro de x es un miembro de 
y mientras que no todo miembro de y es un miembro de x. Es obviamente imposible para el caso 
de las clases finitas, por ejemplo, (1, 2, 3), establecer una correspondencia bidireccional entre 
estas y cualquier subclase adecuada de la misma, por ejemplo, [1,2]. Al menos un miembro de 
la clase quedará siempre solo. Este no es el caso de las clases infinitas. Aquí una correspondencia 
bidireccional entre la clase y una apropiada subclase de ésta pueden establecerse. Por ejemplo, la 
clase infinita para todos los números naturales tiene la clase de todos aquellos que son incluso, 
uno dentro de sus apropiadas subclases. Aquí una correspondencia bidireccional entre las clases 
y las apropiadas subclases se puede establecer añadiendo la siguiente regla: (a) Coloca los 
números naturales en otro orden de magnitud, 1, 2, 3,... y coloca los números pares en su orden 
natural 2, 4, 6,... y (b) une el primer número de la primera secuencia con el primer número de la 
segunda, etcétera. Cada miembro de la primera tendrá entonces un, y solo un compañero en el 


l En adición a los libros de Fraenkel, mencionados arriba, el lector encontrará una introducción excelente y no tan 
técnica en The Continuum de E. V. Huntington, 2* edición, Harvard University Press, 1917, Dover Publications, 
1955. 


segundo, y ningún miembro estará desvinculado. 

En términos de las nociones de “subclase apropiada” y “similaridad” la distinción entre clases 
finitas e infinitas puede definirse claramente. Una clase infinita es una clase en la que puede 
establecerse una correspondencia bidireccional entre esta y una de sus subclases. Una clase que 
es infinita no es finita. Claramente la definición de número de Frege y de Russell, o más 
precisamente de número cardinal, abarca además los cardinales transfinitos. Por lo tanto el número 
cardinal transfinito a se define como la clase de todas las clases similar a la clase (1, 2, 3,...) —la 
clase de todas los números naturales. Una clase que no tiene números cardinales a es llamada 
también “numerable”. Se puede mostrar fácilmente (véanse los libros de texto importantes) que 
las clases de todas los números racionales y la más amplia clase de todos los números (complejos) 
algebraicos (aquellos números que son raíces de ecuaciones polinómicas con enteros como 
coeficientes) son numerables. Es igualmente fácil mostrar que las clases de todos los números 
racionales y de todos los números algebraicos, que reposan entre cualquiera de los dos son 
igualmente numerables. 

El concepto de número en términos de bajo qué análisis matemático moderno, en particular el 
cálculo diferencial e integral, ha sido desarrollado el concepto es el de un número real. Este 
concepto está conectado con el hecho de que la idea de infinito real se haya vuelto problemática, 
no solo para los filósofos de las matemáticas sino que también para los propios matemáticos puros. 
La clase de todos los números reales mayor a O y, digamos, equivalente a o más pequeña que 1 no 
es numerable, esto es, no es similar a ninguna clase de número cardinal a. La prueba de ello 
fue dada por Cantor y es, muy simplificadamente, ésta: cada número real en el intervalo puede ser 
representado por una fracción decimal de la forma 0-ajaz2a3... que no termina (los número 
racionales sería periódicos en esta representación).' 

Supongamos ahora que, si es posible, todas las fracciones decimales están escritas en forma 
de secuencia, esto es, en correspondencia bidireccional con la secuencia 1, 2, 3,.... Ahora 
reemplazemos el primer número de la primera fracción decimal, el segundo número de la segunda, 
el tercer número de la tercera, etc, por número diferentes, por ejemplo, estipulando que cada uno 
de estos números sean reemplazados por 1 si no es 1, de lo contrario por 2. El número así creado 
es obviamente una fracción decimal pero una que no se da en la secuencia de fracciones: difiere 
de la primera fracción decimal en el primer lugar, de la segunda en segundo lugar, etcétera. No 
hay por tanto una correspondencia bidireccional entre la clase de todos los números reales y la 
clase de todos los enteros. Se puede mostrar que las clases de número reales en cualquier intervalo 
son similares. Todas estas clases similares y otras similares a estas tienen el mismo número 
cardinal c, que el número cardinal del continuo. 

a y c son por ende dos número transfinitos diferentes y a es menor que c en el sentido preciso 
de que mientras que a puede establecer una correspondencia bidireccional con una subclase 
apropiada de c, no puede establecerla con el propio c. ¿Hay número cardinales mayores a c? Según 
Cantor y Russell hay —incluso más que suficientes. Las siguientes consideraciones darán algunas 
ideas acerca de la idea del argumento de Cantor. Considérese la clase (1, 2, 3)y desde esta todas 
las subclases incluido el conjunto vacío o nulo y la propia clase. La nueva clase sería pues 
KA, (1) (2) (3), (1, 2), [1, 3), (2, 3), (1, 2, 3)). La clase original tiene 3 miembros, la clase 
de sus subclases 2%. Cantor argiiía que dada cualquier clase finita o infinita de número cardinal x 
existe una clase de número cardinal 2* que tiene una subclase que es similar a cualquier clase de 


Un breve apunte sobre el concepto clásico de número real se da en el Apéndice A. 


número cardinal x sin el converso incluido. Para cada x existe por lo tanto un 2* mayor y no existe 
número cardinal transfinito mayor. 

Hemos visto que los números cardinales transfinitos son en algunos casos equivalentes entre 
ellos; y que entre los números cardinales uno puede en un sentido preciso ser mayor que otro. Si 
a y b son números finitos, las siguientes tres relaciones podrían establecerse entre ellos: 
a=b,a>b,a<b.Si a y b son transfinitos, a primera vista no parece concebible que no sean 
comparables entre ellos. Con objeto de establecer el mismo tipo de comparabilidad entre 
transfinitos mantenida entre los cardinales, los teóricos de conjuntos han supuesto que cada clase 
puede ordenarse en cierto orden estándar —incluso si no se conoce método efectivo para este 
propósito. La asunción de que toda clase puede ordenarse correctamente, esto es, colocarla en un 
orden que cumpla con las siguientes condiciones. ' 

(1) Existe una relación R tal que (a) si x e y son elementos de distintas clases, entonces (xR y) 
o bien (yRx); (b) si (xRy) entonces x e y son distintos; (c) si (xRy) y (yRz) entonces (xRz). (11) 
Cualquier subclase de la serie tiene un primer miembro. (Esto no es de ninguna forma necesario. 
La serie, por ejemplo, de números reales entre O y 1 excluyendo al O y dispuesto en orden de 
magnitud, no tiene primer miembro.) El postulado de que cada clase se puede ordenar 
correctamente es relevante no solo para la lógica y para la aritmética de los números transfinitos, 
también para las matemáticas “ordinarias” como las de la teoría del entero de Lebesgue. 

El postulado de cada clase puede ordenarse correctamente enlaza la aritmética transfinita son 
los números cardinales con la aritmética de los transfinitos de los números ordinales, que también 
forma una jerarquía ilimitada y está definida en término de una correspondencia bidireccional 
entre clases ordenadas según varias relaciones. Algunas de las nociones definidas en esta teoría 
son de gran importancia en topología y otras ramas de las matemáticas puras. No hay demasiado 
interés en añadir a esta ya de por sí incompleto esquema de la aritmética de los cardinales 
transfinitos un esquema de la aritmética de ordinales que debe tener el mismo esquema 
incompleto. Lo que tiene que decirse sobre las primeras aplicaciones en conjunto se dirá más tarde. 

Las matemáticas transfinitas, de la naturaleza y grandeza de cuyo contenido los anteriores 
comentarios pueden haber convenido algunas sutiles pistas, fue rápidamente descubierta como 
poseedora de contradicciones. Como vimos, la teoría permite la creación de enunciados sobre 
todos los miembros de clases finitas e infinitas de cualquier número cardinal, por ejemplo, sobre 
la clase de todos los números naturales, la mayor clase de subclases de dicha clase, la todavía 
mayor clase de todas las subclases de la anterior, etc. Pero si asumimos la existencia de la clase 
de todos los números cardinales entonces ésta asunción, que no prohíbe la teoría de Cantor, es 
incompatible con su teorema de que no hay ningún número cardinal último. La clase de todos los 
número cardinales no puede concebirse como completamente dada. 

La importancia de esta antinomia, tanto de la teoría de Cantor como de su versión logicista, 
es descrita por el autor de un trabajo estándar acerca de la teoría de Cantor.? “Lo que es 
desconcertante acerca de esta antinomia es”, dice, “no el surgimiento de una contradicción, sino 
aquella que surge inesperadamente: la clase de todos los números cardinales parece a priori no 
sospechosa tanto como la clase de números naturales. Por eso origina inseguridad, como si tal vez 
otras clases infinitas, posiblemente todas ellas, no fueran más que pseudo-clases afectadas por 
contradicciones... y que la tarea de eliminar esta inseguridad fuera...” 

Los principios en los que, en los formalismos logicistas, en particular en los Principia 
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Mathematica, la antinomia del mayor número cardinal, junto a la antinomia de la clase de todas 
las clase que no se contiene a sí misma como miembro y las otras antinomias son evitadas, 
desafortunadamente, son principios que no son ni obviamente ni demostrablemente lógicos en 
ningún sentido del término. Tienen, o se considera generalmente que tienen, la cualidad de 
remedio ad hoc. Aquellos que los proponen no pretenden haber diagnosticado la fuente de 
enfermedad de la que se prescriben pero meramente expresan la esperanza de que las 
contradicciones sean por lo tanto evitadas. 

Ahora bien, si un concepto, como el concepto de las totalidades reales infinitas de diferentes 
números cardinales, puede ser prestado inofensivamente solo como remedio ad hoc y solo 
provisionalmente, uno puede adoptar hacia tal concepto cualquiera de las varias actitudes 
filosóficas. Uno podría intentar primeramente reemplazar el concepto defectuoso por uno sonoro 
que pudiera servir al mismo propósito. Esto es lo que Hilbert y su escuela intentaron. Estos 
filósofos de las matemáticas, como veremos en detalle en otro momento, necesitaron el enunciado 
de una teoría matemática para estar claramente vinculados con (aunque no necesariamente 
descrito por) objetos perceptibles o constructibles y operaciones perceptibles sobre dichos objetos. 
La razón recae sobre la tesis de que los enunciados describen percepciones reales o posibles nunca 
podrán ser mutuamente inconsistentes. La tarea para estos filósofos de las matemáticas es la de 
reemplazar los conceptos “no constructivos” de las ingenuas teorías logicistas por unos que sean 
“constructivos”. Esta tarea es especialmente importante para las matemáticas de los número reales 
que en las matemáticas clásicas son definidos como no constructivos, en términos de clase infinitas 
reales (por ejemplo, una fracción de decimales infinitos es considerada como, de alguna forma 
completamente, “escrita” o de otra forma como extendido). 

Otra actitud posible es la de expulsar cualquier infinito real o de los no numerables, y la de 
pagar por ello, pero no solo aceptarlo en algunas partes de las matemáticas, en particular el 
análisis, de gran complejidad y prolificidad, sino también sacrificar otras partes de la materia. Esta 
actitud es la tomada por Brouwer y otros que le siguen completa o parcialmente en su intento por 
eliminar las totalidades infinitas de las matemáticas. 

En conjunto Frege y Russell, en su análisis y, si podemos usar la expresión, en su logicización 
de la aritmética, emplearon acríticamente los infinitos reales de Cantor. Tal como aquellos que 
usan acríticamente el concepto de objeto fisico son “ingenuos” en lugar de realistas 
filosóficamente, los logicistas que usan el concepto de infinito real acríticamente no pueden 
pretender tener una filosofía del infinito. El que debiera haber una brecha en este, es un escrutinio 
serio en contra de su filosofía de las matemáticas. 


4. El enfoque logicista de la geometría 


Cualquier disciplina geométrica conocida puede desarrollarse de dos formas de mentalidad 
fundamentalmente diferentes. Según una de estas las entidades geométricas —puntos, líneas, 
planos, etc.— establecen relaciones bidireccionales (o se identifican) con números o conjuntos de 
números y las relaciones geométricas son similarmente puestas bajo una correspondencia similar 
con relaciones entre números. Este tipo de geometría aritmetizada o analítica presupone un 
concepto de número altamente desarrollado, en particular la noción de números reales. Si estos 
son concebidos tras la tendencia de Cantor y el logicismo, presuponen a su vez la noción de 
numerabilidad y no numerabilidad de los infinitos reales. Por lo tanto, ninguna duda acerca de los 


infinitos reales afecta a la legitimación de la absorción de la geometría en la aritmética y en el 
análisis matemático. 

La otra forma de desarrollar una disciplina geométrica es la considerar las entidades 
geométricas, sean reales o ficticias, y las relaciones entre estas, independiente de sus 
representaciones numéricas. Así, las entidades geométricas se definen solo parcialmente, 
estableciendo sus relaciones con otras entidades geométricas del mismo o diferente tipo, y no solo 
mediante características que pudiera permitir a una persona percibirlas, construirlas o imaginarlas. 
Cuando se establece, por ejemplo, que a través de cualquier punto que no reposa sobre cierta línea 
recta solo puede trazarse una línea paralela a la otra línea, el sistema geométrico que contiene 
este enunciado es un postulado o teorema que no está contenido ni forma parte de cualquier 
enunciado que nos ayude a identificar puntos O líneas (paralelas o no), ni exactamente ni 
aproximadamente, con marcas en una pizarra o con cualquier otro objeto físico. 

Un logicista no encuentra fallas, por supuesto, en la no numerabilidad de los infinitos reales, o 
en el concepto de número real involucrado con estos, o en la aritmetización de toda la geometría 
conocida por medio de este concepto. Puede, por ende, afirmar bastante apropiadamente que el 
sistema de los Principia Mathematica o cualquier sistema similar ha “previsto” además la 
geometría si, como dijo Quine, “pensamos en las nociones geométricas como identificaciones de 
las nociones algebraicas a través de las correlaciones de la geometría analítica”.! 

Para el enfoque logicista de la geometría no pueden surgir objeciones similares, con las que 
tengamos que lidiar o con las que estemos lidiando, al considerar su enfoque acerca de la 
aritmética pura y aplicada y su aceptación acrítica de los infinitos reales. Esencialmente las nuevas 
objeciones solo podrían estar basadas en algunas supuestas imposibilidades de la geometría 
aritmetizada por completo, sea por el método del logicismo o cualquier otro. Siempre y cuando 
no estemos preparados para argumentar esto, nuestro argumento solo puede concernir al 
significado de la aritmetización, esto es, en el presente caso, los conceptos clave no geométricos 
del logicismo. Propongo, sin embargo, considerar el enfoque logicista de la geometría con algún 
detalle. Ayudará a enfatizar y reforzar algunos de los argumentos generales ya considerados, en 
particular aquellos al efecto de que el logicismo combina los enunciados y conceptos empíricos 
con los no empíricos. 

Mientras que la distinción entre los números naturales y los Números Naturales puede parecer 
a algunas personas meramente impactante o perversa, la paralela distinción entre, digamos, los 
triángulos euclidianos y los triángulos físicos es aceptada casi generalmente. Difícilmente alguien 
podría identificar un triángulo euclidiano ——que consideramos ahora aparte de cualquier 
representación numérica— con un triángulo dibujado, o considerar cualquier triángulo dibujado 
como una instancia del concepto de “triángulo euclidiano”. La distinción fue claramente realizada 
por Platón, de acuerdo al cual la participación del físico triángulo en la Forma de triángulo 
matemático es bastante diferente a su instanciación. Los filósofos y los matemáticos lo expresan 
una y otra vez, entre ellos el gran geómetra sistemático, Felix Klein, Klein dice, por ejemplo: “es 
verdad en general que los conceptos fundamentales y los axiomas (de la geometría) no son 
inmediatamente hechos de la percepción, sino que son idealización apropiadamente 
seleccionadas de dichos hechos” (la cursiva es de Klein).? 

Como ejemplo de enunciado geométrico de especial interés, tomemos en conocido postulados 


LOp. cit., p.8l. 
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sobre paralelas, que para cualquier línea recta y cualquier punto que no se encuentre en esta existe 
una, y solo una, línea paralela que atraviesa el punto. Se debe entender como un postulado entre 
otros muchos —sobre puntos líneas y puntos geométricos, etc.— que juntos nos permiten deducir 
la geometría euclidiana al completo, alejada de cualquier representación numérica. Los siguientes 
rasgos de las proposiciones geométricas deben enfatizarse: 

Es, primero de todo, una proposición a priori en el sentido explicado más arriba. No hay 
relaciones lógicas de deducibilidad o incompatibilidad entre estas por un lado y los enunciados 
perceptuales por otro. Nuestra proposición está lógicamente desconectada de los enunciados 
lógicos o , simplificadamente, desconectada de la percepción. En efecto, si los enunciados 
perceptuales describen y relacionan puntos físicos y líneas rectas físicas teniendo todas estas 
longitud, anchura y altura, nuestro enunciado trata sobre objetos que, sean cuales sean las otras 
características que tengan, no no tridimensionales, sino que son en el caso de los puntos 
geométricos adimensionales, y en el caso de las líneas unidimensionales. 

Es importante darse cuenta de que en esta conexión las líneas rectas geométricas son infinitas 
en extensión. Al estar distinguidas de los segmentos de línea perceptuales, los segmentos de línea 
geométricos están incorporados en una línea infinita. Aquí como en el caso de los 
Números Naturales, que no están incorporados en un secuencia infinita, y el de los números 
naturales que sí lo están, la extrapolación de percepción a la infinidad es un rasgo que distingue 
lo geométrico del correspondiente concepto empírico. 

En segundo lugar, el enunciado obviamente admite alternativas incompatibles o, brevemente, 
no es único. Una proposición p —como nuestro postulado— no es única por su incompatibilidad 
con alguna otra proposición, digamos q, no se sigue que una de las dos proposiciones 
incompatibles sea falsa. Instancias de un tipo de proposiciones que no son por lo tanto únicas son 
reglas. (“Fumar inmediatamente después de desayunar” es incompatible con “No fumar antes del 
almuerzo”, aunque ninguna de las dos es falsa. Las reglas no son ni verdaderas ni falsas.) Por otra 
parte, las proposiciones a posteriori y las proposiciones lógicamente necesarias son únicas. (Véase 
el capítulo VIII más abajo.) 

El que los enunciados geométricos no sean únicos se ha demostrado construyendo geometrías 
no euclidianas autoconsistentes. Ni los postulados sobre paralelas ni sus negaciones pueden ser 
confirmados ni falseados por enunciados perceptivos, en particular aquellos sobre el espacio 
perceptual. Lo que puede confirmarse o falsearse mediante la percepción —+experimentos y 
observación— no es una geometría o cualquier conjunto de enunciados a priori sino una teoría 
física usando la geometría. Lo que se falseó con el experimento de Michelson y Morley no fue la 
geometría euclidiana, sino una teoría física que la usaba. Lo que se confirmó con el experimento 
no fue un tipo particular de geometría no euclidiana sino, de nuevo, una teoría física que la usaba. 
La tesis de Kant sobre que la geometría euclidiana es la geometría del espacio perceptual es tan 
equivocada como la tesis de que la geometría del espacio perceptual no es euclidiana. 

En tercer lugar, el postulado sobre paralelas tiene la característica que comparte con todos los 
demás enunciados geométricos. Es existencial en el sentido de que va más allá estableciendo lo 
que un concepto implica, al afirmar (o demandando o asumiendo) que no está vacío. No solo 
determina el concepto de punto o el de línea, dejando que la cuestión sobre su rango sea decidida 
por una investigación independiente; determina su rango directamente. Las dos preguntas sobre 
si, digamos, “es hombre” implica “es mortal” y sobre si existe un hombre están bastante separadas 
y son bastante diferentes. Al definir el término “ser un hombre”, y considerar que implica “existe 
al menos un hombre” se está rechazando que esté haciendo algo más que determinar su contenido 
lógico, su significado, etc. Esto es justo lo que el postulado sobre paralelas hace. Determina el 


rango de “paralela a una línea” no meramente de forma indirecta estableciendo relaciones lógicas 
entre los diferentes conceptos, sino determinándolo directamente. 

Nos ocuparemos más adelante de la naturaleza de los enunciados “existenciales” en las 
matemáticas (capítulo VII). Aquí bastará con señalar que si un concepto es “definido” 
aplicándolo a objetos, que no son dados en la percepción, podría argumentarse que tales objetos 
deben encontrarse en cualquier parte o que deben proveerse. Este punto de vista está fuertemente 
apoyado por Hilbert y por Bernays ' quién estableció con bastante claridad que en cualquier teoría 
axlomática —y en lo presente nos concierne dicha teoría con independencia de su posible 
representación numérica y su incorporación en un formalismo logicista— “estamos lidiando con 
un sistema fijado de cosas (o con un número de tales sistemas) que constituyen un rango de temas, 
demarcadas desde el comienzo, para todos los predicados que están formados a partir de los 
enunciados de la teoría” Los axiomas, a diferencia de las definiciones ordinarias, proveen los 
predicados cuyo contenido lógico puede determinarse, con particulares (sujetos). (Es de interés 
percatarse de que el carácter existencial de, por ejemplo, el postulado sobre paralelas se distingue 
de las reglas, con las que comparte la característica de estar lógicamente desconectada de la 
percepción y de no ser única.) 

En cuarto lugar el postulado sobre paralelos es una idealización —-dealiza juicios 
perceptuales. La noción de idealización, parece ser, necesita más explicaciones de lo usual. 
Requiere en particular una caracterización de lo que es idealizado, lo que idealiza y la relaciones 
entre ellos. Por el momento bastará con decir que el postulado sobre otro enunciado geométrico 
es una proposición a priori que —aunque lógicamente desconectada de la percepción— puede 
aún así ser usada con el propósito particular de intercambiarse con proposiciones empíricas. Vale 
la pena enfatizar que nuestra cuarta característica no es puramente lógica. Se refiere al posible 
propósito para el que la proposición podría servir. Así es como debería ser. Si un físico, por 
ejemplo, usa las idealizaciones euclidianas de la percepción o las no euclidianas depende 
precisamente del propósito encomendado. 

El enfoque logicista de la geometría consiste, como hemos visto, en la aritmetización de la 
geometría —conceptos geométricos siendo representados por clases ordenadas de números, sus 
instancias por los elementos de estas clases, y sus relaciones por los numéricos. Está claro que la 
aritmetización de la geometría y su consecuente incorporación a los formalismos logicistas no 
afecta de ninguna forma a las diferencias entre las proposiciones geométricas y aquellas 
proposiciones empíricas que son idealizaciones de las últimas. El logicismo como filosofía de las 
matemáticas no cuenta para las diferencias y las relaciones entre ellas. Además, aunque 
estuviéramos de acuerdo con esta filosofía no deberíamos considerar a la geometría pura como 
independiente de su aritmetización, todas las objeciones que surgen contra la fusión logicista de 
los números naturales y los Números Naturales pueden surgir en contra del enfoque logicista de 
la geometría. 


l Op. cit., vol 1, p. 2. 


IV 


LAS MATEMÁTICAS COMO LA CIENCIA DE LOS SISTEMAS 
FORMALES: EXPOSICION 


Nos dirigimos ahora a otra línea de pensamiento con otra raíz histórica. Mientras que Leibniz 
buscaba la fuente de la autoevidencia y el contenido de las matemáticas en las relaciones lógicas 
entre las proposiciones y los conceptos, Kant buscó en la percepción. Y, así como Leibniz 
concebía los principios rectores del logicismo, Kant anticipó los principios rectores de dos 
movimientos modernos de la filosofía de las matemáticas: el formalismo y el intuicionismo. 

Para Kant el rol de la lógica en las matemáticas es precisamente el rol que tiene en cualquier 
otro campo del conocimiento. Mantenía que en las matemáticas, aunque los teoremas se siguieran 
de los axiomas de acuerdo a los principios de la lógica, los axiomas y los teoremas no son en sí 
mismos principios de la lógica, o cualquier aplicación de dichos principios. Los consideraba, por 
el contrario, como descriptivos, a saber, como descriptivos de la estructura de dos datos 
perceptuales, el espacio y el tiempo. Su estructura se manifiesta como algo que encontramos en la 
percepción, cuando abstraemos su variante contenido empírico. Por lo tanto, al percibir dos 
manzanas, la iteración que es percibida es un rasgo del espacio y el tiempo en los que las manzanas 
se encuentran. La misma estructura se manifiesta más adelante en nuestras construcciones 
geométricas deliberadas, tanto al hacer posibles dichas construcciones como al confinarla en unos 
límites —permitiendo la construcción, por ejemplo, de un objeto tridimensional pero no de un 
cuatridimensional. 

Hilbert, que en su programa práctico adaptó la idea rectora de Kant, expresa su posición 
filosófica fundamental, y la suya propia, con las siguientes palabras: “... algo que se presupone al 
hacer inferencias lógicas y al llevar a cabo operaciones lógicas, es algo ya dado en la 
representación (Vorstellung): esto es, ciertos objetos concretos extralógicos, que están presentes 
intuitivamente como experiencia inmediata, y bajo todo pensamiento. Si el pensamiento lógico es 
seguro, estos objetos deben ser capaces de ser exhaustivamente inspeccionados, en sus partes; y 
la exhibición, la distinción, la sucesión de sus partes, y su disposición de cada uno al lado de otro, 
debe darse, con los mismos objetos, como algo que no puede ser reducido a nada más o en efecto 
como cualquier necesidad de tal reducción.” ' 

Hilbert comparte su posición fundamental con Brouwer y su escuela al igual que con Kant. Si 
las matemáticas son para restringirse —enteramente y sin cualificación— a las descripciones de 
objetos concretos de cierto tipo, y las relaciones lógicas entre tales descripciones, entonces no 
pueden surgir inconsistencias en ellas: las descripciones precisas de los objetos concretos son 
siempre mutuamente compatibles. En particular, en este tipo de matemáticas, no hay antinomias 
que nos causen problemas, generadas por la noción de infinito real; y por la más simple de las 
razones, a saber, que el concepto de infinito real no describe ningún objeto concreto. 

Aún así —y aquí está la raíz del desacuerdo entre los formalistas como Hilbert y los 
intuicionistas como Brouwer— Hilbert no piensa que su posición requiera que abandone las 
matemáticas transfinitas de Cantor. La tarea que establece él mismo es la de alojar las matemáticas 
transfinitas dentro de unas matemáticas concebidas, según la moda kantiana, como concernientes 


] Hilbert, Die Grundlagen der Mathematik, Sem. der Hamburger Universitát, vol. 6, p. 65. También Becker, p. 
371. 


como objetos concretos. “Nadie será capaz nunca de expulsarnos”, dijo, “del paraíso que ha creado 
Cantor para nosotros.” 

Su forma de reconciliar las matemáticas concretas y finitas con la abstracta y transfinita teoría 
de Cantor es algo que Hilbert de nuevo le debe —al menos fundamentalmente— a Kant.! No fue, 
en efecto, en la filosofía de las matemáticas donde Kant empleó el principio en el que la 
reconciliación de Hilbert procede. Kant la emplea en una parte de la filosofía que para él era 
mucho más importante —la reconciliación de la libertad moral y la fe religiosa con la necesidad 
natural. Argumentando en su contexto, Kant señaló primero que la noción de libertad moral (y 
algunas otra nociones, incluida la de infinito real) son las Ideas y la Razón que no están 
relacionadas con la percepción, en el sentido de que no están ni abstraídas de ni aplicadas en esta. 
Entonces argumentó que cualquier sistema que contiene nociones aplicables primariamente a los 
objetos concretos (tales como las matemáticas y la física de su época) podrían en efecto 
amplificarse por las Ideas, pero solo proveyendo el sistema amplificado se podría mostrar que es 
consistente. Proveyendo consistencia, dentro de un sistema que abarcase tanto los hallazgos de la 
ciencia teórica por una parte y, por la otra, las Ideas de la moral y la fe, era la forma que tenía 
Kant, como él mismo dijo, de “dejar espacio para la fe”. 

De una forma bastante similar, Hilbert distinguía entre las nociones concretas o reales de las 
matemáticas finitas y las nociones ideales (Ideas) de las matemáticas transfinitas. Para justificar 
la adjudicación de las nociones ideales a las reales, también necesitó una prueba de que el sistema 
fuera consistente. La tarea de Hilbert es por ende la de proveer consistencia a un sistema que 
comprende las matemáticas finitas y transfinitas. Adoptó las tesis kantianas (1) de que las 
matemáticas incluyen descripciones de objetos concretos y construcciones y (11) que la 
adjudicación de elementos ideales a la teoría requiere una prueba de consistencia del sistema por 
tanto amplificado. En sus manos estas fueron transformadas en lo que pretende ser un programa 
practicable para encontrar las matemáticas sobre lo que es percibido y perceptible. Examinaremos 
enseguida todo esto. 


1. El programa 


Para mostrar que un sistema de proposiciones —por ejemplo los teoremas de una teoría 
matemática— es internamente consistente hay que mostrar que no contiene dos proposiciones en 
las que una de ellas sea la negación de la otra o una proposición de la cual no pueda deducirse 
ninguna otra. (La segunda formulación también es soportada por los sistemas en los que la 
negación no está disponible.) Solo en el caso de los sistemas muy simples es posible completar 
una lista de todas sus proposiciones y comprobarla en busca de inconsistencias. En general, una 
investigación más compleja sobre la estructura de los sistemas en su totalidad sería necesaria. 

Tal investigación presupone que el sistema está claramente demarcado y es capaz de ser 
inspeccionado. La demarcación, como Frege vió, es asegurada hasta cierto punto por la 
axlomatización: esto es, por el listado de conceptos indefinidos en el sistema, las asunciones 
presupuestas en este, y por último, las reglas de inferencia (las reglas para la deducción de 
teoremas —a partir de asunciones y teoremas ya deducidos). Hemos mencionado (en el capítulo 
ID) varias axiomatizaciones de la lógica proposicional, la de clases, y la cuantitativa. 
Axiomatizaciones similares se han dado con frecuencia para otros sistemas, como, por ejemplo, 


l Véase, por ejemplo, op. cit., p. 71. 


la geometría (desaritmetizada) y partes de la física teórica. La axiomatización puede ser más o 
menos estricta, dependiendo de la medida en que las reglas de formación de frases y el 
procedimiento de inferencia esté más o menos explícita y precisamente formulado. 

Hay dos formas de proporcionar consistencia al sistema: la directa y la indirecta. En algunos 
casos se puede mostrar por medios combinatorios que los enunciados inconsistentes no son 
deducibles en una teoría dada. En otros casos el método directo procede exhibiendo un modelo 
perceptual de la teoría. Más precisamente consiste en (1) identificar los objetos de la teoría con 
objetos concretos, (11) identificar los postulados con descripciones exactas de estos objetos y sus 
relaciones recíprocas, y (111) mostrando que un inferencia dentro del sistema no lleva más que a 
descripciones exactas. Dado que en las matemáticas abundan los conceptos, el uso del método 
directo está restringido a pequeñas partes de las matemáticas. 

En una teoría que incluye los infinitos reales se puede —al menos prima facie— probar como 
consistente solo mediante el método indirecto. Uno procede con este estableciendo una 
correspondencia bidireccional entre (a) los postulados y los teoremas de la teoría original y (b) 
todos o algunos de los postulados y teoremas de la segunda teoría, que se considera consisten- 
te. La consistencia de la teoría en algunos casos puede reducirse a una tercera. Pero ninguna de 
estas teorías puede tener un modelo concreto. 

Entre las pruebas indirectas de consistencia de cualquier teoría de la geometría o de la física 
la más común está basada en la aritmetización, esto es, en la representación de los objetos de estas 
teorías por números reales o por sistemas de los mismos. Esto no es de ninguna manera 
sorprendente. Por un lado el trabajo creativo de los matemáticos, al menos desde Descartes, se ha 
caracterizado por la demanda de que toda la matemática fuese capaz de incorporarse en la 
aritmética; y, por otro lado, el trabajo creativo del físico, al menos desde Galileo, ha estado 
caracterizado por la demanda de que toda la física estuviese matematizada. Estos son algunos de 
los requisitos y convicciones de índole filosófica y han llevado a la extensión de las matemáticas 
para hacerla capaz de adaptar todos los formalismos físicos; y ha llevado a la extensión de la 
aritmética de forma que sea posible —mediante el uso de correspondencia bidireccionales— 
adaptar toda la matemática, en particular toda la geometría y el álgebra abstracta. En realidad no 
puede decirse a priori que esta aritmetización de la ciencia no tiene límites. Pero la reducibilidad 
de la aritmética a teorías físicas y matemáticas que contiene nociones ideales, y que no probarse 
como consistente mediante el método directo, evoca la pregunta acerca de la consistencia de la 
propia aritmética. Después de Hilbert, no se ha sugerido ningún programa practicable para probar 
la consistencia de la aritmética. (Si las matemáticas deben hallarse como reducibles a una 
consistencia lógica obvia, este problema, por supuesto, no surgiría.) 

Y la idea básica de Hilbert, aquí, es tan ingeniosa como simple. El matemático lidia con 
objetos concretos o con sistemas de ellos. Puede por lo tanto confiar en los “métodos finitos”; en 
otras palabras, puede reposar contenido con el empleo de conceptos que puede instanciarse en la 
percepción, con enunciados en los que estos conceptos sean correctamente aplicados, y con 
inferencias de enunciados de este tipo o de otros enunciados. Los métodos finitos no conllevan 
inconsistencias, especialmente en las matemáticas en las que los objetos concretos pueden 
desmarcarse efectivamente. 

La aritmética clásica, por supuesto, trata los objetos ideales y abstractos como infinitos reales. 
Pero incluso cuando no tiene que utilizarse métodos finitos en este enfoque dentro de la aritmética, 


léase, por ejemplo, Hilbert Bernays, op. cit., p. 12. 


es posible no obstante considerar o reconstruir la aritmética en sí misma como un objeto concreto 
que puede lidiar con los métodos finitos. Sería natural contar con que este objeto concreto cuente 
con propiedades capaces de arrojar luz sobre la aritmética clásica tal como se la concibe 
usualmente. Podría, en particular, contarse con que tenga una propiedad cuya posesión podría 
garantizar la consistencia de la aritmética clásica. 

Tras intentar exponer con un poco más de detalle estos puntos, uno no puede difícilmente 
hacer más que formular el programa para demostrar la consistencia de la aritmética clásica en 
palabras de Hilbert: “Considerar la esencia y el método de la teoría ordinaria y finita de los 
números: Esto puede ciertamente desarrollarse mediante la construcción de números por medio 
de consideraciones concretas, intuitivas (inhaltlicher, anshaulicher). Pero la ciencia de las 
matemáticas no está de ninguna forma exhausta por las ecuaciones numéricas y no es enteramente 
reducibles a éstas. De todas formas uno puede afirmar que es un aparato cuya aplicación a la 
totalidad de los números debe siempre generar ecuaciones numéricas correctas. Pero entonces 
surge el requerimiento de investigar la estructura del aparato en una medida suficiente como para 
reconocer la verdad de las aserciones. Y aquí tenemos a nuestra disposición, como auxilio, la 
misma forma concreta (konkret, inhaltliche) de contemplar, y actitud finita de intelección, que han 
sido aplicadas en el desarrollo de la propia teoría de números para la derivación de las ecuaciones 
numéricas. Este requerimiento científico puede en efecto cumplirse, esto es, es posible lograr de 
una forma puramente intuitiva y finita —como en el caso de las verdades de la teoría de números— 
aquellos conocimientos que garantizan la fiabilidad del aparato matemático.” ! 

La consistencia de la aritmética clásica —1ncluidas, podríamos decir, las partes principales de 
la teoría de Cantor— está por demostrar y el programa debería (1) poder ser definido con toda la 
claridad posible que implican las matemáticas mediante métodos finitos como oposición a los no 
finitos, (11) reconstruir todo lo posible la aritmética clásica en un objeto concreto precisamente 
demarcado que pueda darse, o ser realizable en, la percepción y (111) mostrar que este objeto tiene 
la propiedad que claramente garantiza la consistencia de la aritmética clásica. 

El formalista no solo necesita la garantía de que su formalismo formalice una teoría 
consistente, sino también de que formalice completamente lo que quiere decir formalizar. Un 
formalismo está completo, si todas las fórmulas que —en concordancia con sus interpretaciones 
propuestas— son demostrables dentro del formalismo, si encarna proposiciones verdaderas, y si, 
en cambio, toda proposición verdadera está encarnada en una fórmula demostrable. (Este es el 
significado original del término “completitud” que ha también tiene otro, aunque relacionado, con 
los significados en la literatura, algunos de ellos sin referencia a una teoría original, no 
formalizada.) Algunos de estos formalismos son compatibles con los métodos mecánicos — 
procedimientos de decisión— mediante los cuales uno puede determinar si una fórmula es 
demostrable o si consecuentemente la proposición encarnada es verdadera o falsa. El ideal debería 
ser un formalismo consistente, completo y mecánicamente decidible para todas las matemáticas. 


2. Métodos finitos y totalidades infinitas 


La incompatibilidad es una relación entre proposiciones o conceptos. Los objetos y los 
procesos perceptibles no pueden ser incompatibles entre sí. De nuevo, las proposiciones no pueden 


L Op. cit., p. 71; Becker, p. 372. 


ser incompatibles entre sí si son precisamente descripciones de tales objetos y procesos; una 
descripción que implica incompatibilidad entre entidades que pudieran ser incompatibles, podría 
no ser precisa. Aun así el problema es que no hay ninguna prueba general para decidir si una 
descripción es precisa o no lo es. Intentos como el de la teoría de los datos sensoriales de Russell 
para marcar en los objetos generales lo que puede ser descrito precisamente —o semejantes 
intentos realizados por las teorías como la de Neurath sobre las “oraciones de protocolo” para 
marcar las proposiciones que son precisamente descriptivas— no son de ninguna forma aceptadas 
universalmente como teorías exitosas. En matemáticas parece ser todo lo contrario. Aquí parece 
comparativamente fácil demarcar un campo reducido para los objetos y procesos perceptuales que 
serían capaces de descripciones precisas, o por lo menos de descripciones libres de 
contradicciones. En la teoría elemental de los números tratamos con tales objetos y procesos. Los 
métodos para tratar con estos, los llamados métodos finitos (o “finitarios”), están explicados en 
los escritos de Hilbert anteriormente mencionados y en el clásico Die Grundlagen der Mathematik 
de Hilbert y Bernays.' Consistentemente, con estos textos, el punto de vista podría exponerse 
como sigue. 

El objeto de la teoría elemental de los números consiste en los signos “1”, “11”, “111”, etc., 
más los procesos de producción de estos signos empezando por el “1” y poniendo siempre otro 
trazo más allá del último trazo del signo previo. La figura inicial “1” junto a la regla de producción 
proporcionan los objetos de la teoría; estos objetos pueden abreviarse mediante el uso de notación 
ordinaria, el numeral “111”, por ejemplo, escrito como “3”. Las letras minúsculas a, b, c, etc. se 
emplean para designar figuras inespecíficas. Para las operaciones realizadas sobre las figuras uno 
usa más signos: paréntesis, el signo “=” (para indicar que dos figuras tienen la misma estructura) 
y el signo “<” (para indicar que una figura está obvia y demostrablemente contenida en otra). Por 
lo tanto 11<111, esto es, si empezamos con “1” construimos “11” y “111” mediante pasos 
paralelos la última se terminará antes que la anterior. 

En la teoría elemental de los números, uno puede llevar a cabo y describir adiciones, 
sustracciones, multiplicaciones y divisiones concretas. Las leyes asociativa, conmutativa y 
distributiva, y el principio de inducción no son más que rasgos obvios de estas operaciones. Por 
lo tanto “11 + 111 = 111 + 11” es una instancia de “a + b=b + a”, una ecuación que afirma de 
forma general que la producción de figuras por iteración de trazos no depende del orden. 

De nuevo el principio de inducción, el más característico de todos los principios de la 
aritmética, es, en palabras de Hilbert y Bernays ' no un “principio independiente” sino una 
consecuencia que tomamos de la construcción concreta (Aufbau) de las figuras”. En efecto si (a) 
“*1” tiene cierta propiedad y (b) si, provista la propiedad de ser poseída por cualquier trazo de 
expresión, también es poseída por los subsiguientes trazos de expresión (la expresión formada por 
poner un “1” tras el original), entonces esta propiedad estará poseída también por cualquier trazo 
de expresión que pueda producirse. Habiendo definido las operaciones concretas fundamentales 
por medio de principios concretos de inducciones, uno puede definir la noción de número primo, 
y construir para cualquier número primo otro todavía mayor. El proceso recursivo de definición 
puede además ser definido y llevado a cabo concretamente. Por ejemplo, la función factorial 
p(n)=1.2.3... nes recursivamente definida por (a) p(1)=1 y (b) p(n + 1) = p(n). p(n + 1). Esta 
definición prescribe de una forma obvia cómo, empezando con p(1), y no usando nada más que 
adición y multiplicación concretas, podemos construir p(n) para cualquier figura n dada 
perceptualmente. 


l Véase además Introducción a las Matemáticas, de Kleene, 1952. 


La aritmética elemental es el paradigma de la teoría matemática. Es un aparato que produce 
fórmulas, y que puede desarrollarse enteramente mediante métodos finitos. Este enunciado, sin 
embargo, cuyo significado acaba de ser ilustrado por el desarrollo de la aritmética elemental, 
todavía es necesariamente impreciso, y requiere una caracterización explícita de lo que se quiere 
decir con “métodos finitos”. 

En primer lugar, todos los conceptos o características de las matemáticas pueden decidirse 
mediante su posesión o no posesión por cualquier objeto a través de la inspección del objeto de 
hecho construido o por el proceso constructivo que produciría el objeto. La segunda alternativa 
introduce cierta libertad a la hora de determinar características finitas y métodos finitos que 
constan en su uso. Por tanto, uno está razonablemente conforme con un proceso de construcción 
que es “en principio” ejecutable. En efecto, es en este punto, es decir cuando surge la decisión 
entre hacer el programa formalista menos estricto o sacrificarlo, cuando cierta relajación sobre el 
finito punto de vista puede esperarse. 

En segundo lugar, una proposición verdaderamente universal —al efecto de, por ejemplo, que 
exista un trazo de expresión con cierta propiedad— no es finita: ningúna totalidad de un número 
ilimitado de objetos puede hacerse apta para la inspección, ni de hecho ni “en principio”. Es, sin 
embargo, permisible interpretar cualquier enunciado como dedicado a cada objeto construido. Por 
lo tanto, que todos los números divisibles por cuatro son divisibles por dos significa que si uno 
construye un objeto divisible por cuatro, este objeto tenga la propiedad de ser divisible por dos. 
Es claro que ésta afirmación no implica que la clase de todos los números divisibles por cuatro 
sea de hecho completamente factible. 

En tercer lugar, una proposición verdaderamente existencial —al efecto de, por ejemplo, que 
exista una traza de expresión con cierta propiedad— es igualmente no finita: no podemos ir por 
cada traza de expresión (de cierto tipo) en busca de una que tenga la propiedad en cuestión. Pero 
podemos considerar como proposición existencial un enunciado incompleto a suplementar por la 
indicación de un objeto concreto que posea la propiedad o de un proceso constructivo que genere 
tal objeto. En palabras de Hermann Weyl,' una proposición existencial es “meramente un 
documento que indica la presencia de un tesoro sin revelar su localización”. Las proposiciones 
que implican tanto afirmaciones universales como existenciales —por ejemplo, al efecto de que 
existen objetos que establece con cada objeto una cierta relación— solo pueden, de nuevo, ser 
sufridas como facons de parler [formas de hablar] que prometen la exhibición de relaciones 
perceptibles o constructibles. 

En cuarto lugar, la ley del medio excluido no es universalmente válida. En las matemáticas 
finitista uno no permite ni el enunciado de que todos los trazos de expresión poseen una propiedad 
P ni el enunciado sobre la existencia de un trazo de expresión que no posee la propiedad P —a 
menos que estos enunciados sean respaldados por una construcción. Uno en consecuencia no 
puede admitir como universalmente válida la disyunción no cualificada de estos dos enunciados, 
es decir, de la ley del medio excluido. 

Incluso en la aritmética elemental hay ocasión para usar, de una forma restringida, los métodos 
transfinitos, en particular el principio del tercero excluido. Pero, mientras que los métodos 
transfinitos en esta sean fácilmente reemplazables por métodos finitos suficientes para su 
perceptible y constructible cometido, la situación es diferente, como ya hemos visto en varios 
estadios de la argumentación, en el análisis. Esta diferencia fundamental entre la aritmética 
elemental y el análisis en su forma clásica es debida —como se ha señalado frecuentemente— al 


l La F ilosofía de las Matemáticas y de las Ciencias Naturales, Princeton, 1949, p. 51. 


hecho de que la noción central del análisis, la de número real, es definida en términos de 
totalidades infinitas reales. (Véase Apéndice A.) 

Hemos visto que todo número real entre O y 1 (podemos considerar el número real fuera de 
este intervalo sin perder generalidad) puede representarse mediante una fracción decimal de la 
forma 0-ajaz2az... donde los puntos indican que el número de decimales toma el lugar de a, esto 
es, el infinito numerable. Si el número a la derecha del punto decimal no termina, esto es, si no 
está en ningún lugar por delante de los ceros, y si su secuencia no muestra periodicidad, entonces 
la fracción decimal infinita representa un número irracional. Cada lugar de la fracción decimal 
puede ser ocupado por uno de los números del O al 9. La totalidad de posibilidades, que representa 
la totalidad de todos los números reales en cualquier intervalo, es, como hemos visto, mayor que 
la totalidad de los números enteros y mayor que la totalidad de los números racionales. Su número 
cardinal c es mayor que a., el número cardinal de cualquier conjunto numerable. 

Con objeto de apreciar la naturaleza de este enunciado sobre los números reales estaría bien 
considerar la representación de números reales mediante fracciones binarias de la forma 
0-b1b2b3... Aquí, justo en el primer lugar de a la derecha del punto decimal se indican las décimas, 
en el segundo las centésimas, en el tercero las milésimas y así sucesivamente, por lo que el primer 
lugar a la derecha del punto binario indica las mitades, el segundo los cuartos, el tercero los 
octavos, etc. De nuevo, así como todos los lugares de una fracción decimal pueden ser ocupados 
por cualquier número entre el O y el 9, también puede ocuparse cualquier lugar de una fracción 
binaria —cada b— con un 1 o con un 0. Además, así como todos los números reales pueden ser 
representados por todas las fracciones decimales, también todos los números reales pueden ser 
representados por todas las fracciones binarias —la decisión por el sistema decimal, por el binario, 
O por cualquier otro es una cuestión puramente externa. 

Asumamos ahora que todos los números naturales se dan en su orden natural y en su totalidad 
de este modo: 1, 2, 3, 4, 5, 6,... Ahora, se forma una subclase finita o infinita de la totalidad, que 
indica la decisión de un número para la subclase escribiendo 1 en su lugar, y que indica el rechazo 
de un número escribiendo en su lugar 0. Si elegimos 2, 4, 5,... y rechazamos 1, 3, 6, deberemos 
por lo tanto escribir 010110... Es claro que toda secuencia infinita de ceros y unos determina una 
y solo una subclase de la clase de todos los números naturales en su orden natural. Pero acabamos 
de ver que cada secuencia infinita de ceros y unos determina solo un número real entre O y 1 (en 
la representación binaria). Hay por lo tanto una correspondencia bidireccional entre la clase de 
todas las subclases de números naturales y la clase de todos los números reales entre O y 1 y, como 
podemos mostrar fácilmente, la clase de todos los números reales en cualquier intervalo. Al hablar 
sobre un número real el analista clásico está comprometido a asumir que es “posible” escoger una 
subclase de la totalidad real de todos los números reales. Al hablar de todos los números reales 
no solo está comprometido a asumir la totalidad real de todos los números naturales sino también 
la totalidad infinita de hecho mayor de todas las subclases de esta clase. La asunción de tales 
totalidades implica hablar de números reales, o incluido de todos los números reales, que 
trascienden el punto de vista finito y el empleo de métodos finitos. 

El análisis clásico trasciende el finito punto de vista no solo asumiendo las totalidades infinitas 
reales, sino también usando la ley del medio excluido sin cualificación. Si no todos los miembros 
de la clase tienen cierta propiedad P, entonces al menos un miembro tiene la propiedad no P y 
viceversa —1ndiferentemente de si la clase en cuestión es finita, infinita y numerable o mayor que 
estas. Otro principio no constructivo del análisis clásico y de la teoría de conjunto fue explicitado 
por Zermelo. Este es el llamado principio o axioma de elección (Auswahlprinzip). Hilbert y 
Bernays lo formula de la siguiente forma: | “Si para cada objeto x de un género 8; existe al menos 


un objeto y del género 02, que se relaciona con x en la relación B(x, y), entonces existe una función, 
que correlaciona cada objeto x de un género 1 con un objeto único D(x) del género d2 de forma 
que este objeto se encuentra en la relación B(x, D(x)) con x.” 

Otra forma de expresar el axioma de elección es la decir que dada una clase de clases, cada 
una de estas con al menos un miembro, existe siempre una función de selección que selecciona un 
miembro para cada una de estas clases. (Uno podría “imaginar” la función de selección como un 
hombre con tantas manos como clases no vacías —que escoge un elemento para cada una de ellas.) 
Es obviamente posible exhibir una función de selección para una clase que consiste en un número 
finito de clases finitas. Cuando se trata, no obstante, de escoger un miembro para cada miembro 
de cada una de las infinitas clases finitas, aún más de un número infinito de clases infinitas, la 
exhibición de funciones de selección, como un rasgo de los objetos o procesos perceptibles o 
constructibles, queda claramente fuera de la cuestión. Que el axioma de elección está 
implícitamente asumido en una gran cantidad de análisis y en la teoría de conjuntos solo se volvió 
claro para los matemáticos antes de que Zermelo descubriera que había sido una suposición tácita 
para la prueba de que todas las clases pueden ordenarse, y de que en consecuencia los número 
cardinales de dos clases (finitas o infinitas) eran comparables.? 

De esta forma, en las exposiciones de Hilbert, las matemáticas clásicas tiene en su núcleo un 
cometido perceptible, o al menos en principio perceptualmente constructible, a los cuales están 
adjuntos objetos ficticios, imperceptibles y perceptualmente no constructibles, en particular varias 
totalidades infinitas. A esta adición de cometidos “ficticios” le corresponden (1) conceptos ideales 
que le son característicos —por ejemplo, los infinitos reales de Cantor, y los cardinales transfinitos 
y los números ordinales— (11) enunciados ideales que describan las operaciones sobre estos —por 
ejemplo, la no cualificada ley del medio excluido, o el axioma de elección— (111) inferencias 
ideales dadas desde enunciados de las matemáticas finitas hasta los enunciados ideales o desde 
los enunciados ideales hasta lo otros enunciados ideales. 

Está adición de conceptos, enunciados e inferencias ideales a la teoría no es, por supuesto, 
nada nuevo en las matemáticas. Así pues, en la geometría proyectiva se ha demostrado de gran 
utilidad la introducción de un punto ideal en la infinidad de cada línea recta y la definición de este 
como el punto para todas las líneas paralelas de una determinada intersección; e introducir, en 
cada plano, una línea ideal que contiene todos los puntos de la infinidad todas las líneas paralelas 
del plano. No puede haber, por supuesto, preguntas acerca de lo que un “punto ideal común a dos 
líneas paralelas” denota dada cualquier entidad perceptualmente dada o constructible; la razón por 
la que se requieren puntos de intersección de líneas paralelas requiere que cualquier conjunto de 
líneas paralelas tenga un punto de intersección, no dos puntos de intersección, uno, en cada final 
de las líneas paralelas.? Al adjuntar puntos, líneas y planos ideales a sus equivalentes “reales”, 
uno crea conceptos que, a pesar de estar lógicamente relacionados con los conceptos a los que 
están adjuntos, son incluso menos característicos de la percepción que los primeros. Incluso si un 
“punto real” y una “línea real” pudieran describir cum grano salis objetos perceptuales, ningúna 
cantidad de sal podría hacer plausible decir que “un punto ideal” y “una línea ideal” son 
características perceptuales. 


. Op. cit., p. 41. 

2 Sobre el uso del axioma en topología, en la teoría de la medida de Lebesgue, etc., véase Logics for Mathematics 
de J. B. Rosser, Nueva York, 1953, pp. 510 ff. 

3 Para una explicación de las razones para la introducción de líneas, puntos y planos ideales y para más detalles, 
por ejemplo, What is mathematics? de Courant y Robbins, Oxford, 1941, y ediciones posteriores, expecialmente el 
capítulo IV. 


La introducción a los elementos ideales en la geometría proyectiva, en la teoría algebraica de 
los números y en las teorías matemáticas en general, ha sido, según Hilbert, una de las glorias del 
pensamiento matemático creativo. La emergencia de antinomias como resultado de esta adición 
de las totalidad infinitas a la aritmética elemental requiere según él no su abandonamiento sino 
alguna prueba de que una aritmética extendida —la combinación en un sistema de objetos y 
métodos finitos y transfinitos— estaría libre de contradicciones. Cómo podría alcanzarse esto, 
argumenta, surge al considerar la aritmética elemental. 

Su punto crucial aquí es que la aritmética elemental puede ser concebida de dos formas 
diferentes; por una parte, de forma bastante natural, al ser una teoría sobre la actividad regulada 
de construcción de trazos de expresiones, y, por otra parte, de alguna forma artificialmente, como 
un formalismo, esto es, en sí misma como una actividad regulada de construcción de objeto 
perceptuales —ésta vez, por supuesto, no trazos de expresiones sino fórmulas. La teoría aritmética 
consiste en enunciados, el formalismo aritmético en la manipulación simbólica y sus resultados. 
El formalismo puede, al igual que la actividad regulada de construcción de trazos de expresiones, 
convertirse en el objeto de otra teoría, usualmente llamada ““metateoría”. Distinguimos de esta 
forma entre dos tipos de actividades de construcción —construcción de trazos y construcción de 
fórmulas; y entre dos tipos de teorías— la teoría original sobre construcción de trazos y la nueva 
“metateoría” sobre la construcción de fórmulas. 

La conexión entre la teoría aritmética, el formalismo aritmético y la metateoría sobre el 
formalismo aritmético es obviamente bastante estrecha. En líneas generales se funda en el hecho 
de que los mismos objetos físicos, por ejemplo (1+1=2) o (1+1=3) (los objetos se 
encuentran entre los paréntesis angulares), funcionan de maneras distintas pero correspondientes, 
en la teoría aritmética y en el formalismo aritmético. El formalismo puede construirse de tal forma 
que se haga posible distinguir entre sus reglas dos tipos en particular: (a) reglas para la producción 
de las fórmulas que corresponden (como nuestros dos ejemplos) a enunciados de la teoría y que 
podríamos llamar fórmulas de declaración; (b) reglas para la producción de fórmulas (como las 
del primer ejemplo, pero no como las del segundo) que corresponden a enunciados verdaderos o 
a teoremas de la teoría y que podrían llamarse fórmulas de teoremas. 

Al afirmar que cierto objeto físico es, en el contexto del formalismo, una fórmula de 
declaración o una fórmula de teorema, estamos hablando sobre la construcción de fórmulas y 
estamos emitiendo un enunciado de la metateoría. Este enunciado es finito, en la aserción sobre 
un objeto perceptual, o en el proceso mediante el cual se produce, una característica puramente 
perceptual (¡literalmente!) o formal. La característica formal de una fórmula de declaración que 
es una fórmula de teorema corresponde a la característica lógica de un enunciado que es un 
teorema. 

A esta correspondencia entre la característica formal del formalismo y la característica lógica 
de la teoría, se le puede añadir otra. Tal vez la más importante de estas sea la correspondencia 
entre la consistencia del formalismo y la consistencia lógica de la teoría. Afirmar que la teoría es 
lógicamente consistente es lo mismo que afirmar que no todos los enunciados de la teoría son 
además teoremas de la teoría. (Esta definición, como ya se indicó anteriormente, tiene la ventaja 
de evitar el uso de la noción de negación.) Afirmar que el formalismo es formalmente consistente 
es lo mismo que afirmar que no todas las fórmulas de declaración del formalismo son además 
fórmulas de teoremas. En vista de la correspondencia (mediada por su encarnación en los mismo 
objetos físicos) entre las fórmulas de declaración y las fórmulas de teoremas por un lado, y entre 
los enunciados y los teoremas por el otro, tenemos el derecho de decir que demostrar la 
consistencia formal es al mismo tiempo demostrar la consistencia lógica. 


Ahora nos volveremos hacia la aritmética no elemental. El objeto a tratar de esta teoría 
aritmética ya no es, por supuesto, finita. Pero podría ser posible construir un formalismo aritmético 
——<con fórmulas de declaración y fórmulas de teoremas a las que corresponden como antes 
enunciados y teoremas de la teoría; y este formalismo podría entonces ser el objeto a tratar de la 
metateoría. Dado que el objeto a tratar, esto es, la construcción de fórmulas, sería finito, la 
metateoría sería tan finita como la aritmética elemental, de la cual difiere solo por ser de un tipo 
diferente a la construcción perceptual. Si se puede construir un formalismo correspondiente, en la 
forma requerida, a la teoría de la aritmética no elemental, entonces podemos, de nuevo, 
demostrando la consistencia formal del formalismo, eo ipso [por sí mismo] establecer la 
consistencia lógica de la teoría. En efecto, podemos hacer esto mediante métodos estrictamente 
finitos, dado que nuestro objeto a tratar —la actividad regulada de la construcción de 
formalismos— es perceptual, o al menos en principio es perceptualmente constructible. Nuestra 
siguiente tarea, por ende, deberá ser la considerar las actividades de construcción de fórmulas, o 
los formalismos —tanto los formalismos considerados en sí mismos y los formalismos que son al 
mismo tiempo formalizaciones de teorías. 


3. Sistemas formales y formalizaciones 


Una vez construido un sistema formal, una nueva “entidad” es traída al mundo —un sistema 
de reglas de producción de fórmulas. Estas fórmulas son objetos perceptuales que pueden ser 
distinguidos y clasificados por medio de características perceptuales que son poseídas por las 
propias fórmulas o por el proceso de su producción, en particular por la secuencia de fórmulas que 
llevan sucesivamente desde un fórmula inicial a una fórmula bajo consideración. En un argumento 
formal debemos ignorar cualquier correspondencia entre las propiedades formales, los sistemas 
formales y las propiedades lógicas de cualquier teoría preexistente, incluso cuando el 
establecimiento de tal correspondencia fuese el incentivo para construir el sistema formal. 

Según Hilbert el contenido de las matemáticas sigue siendo el de las proposiciones; en en el 
caso de la aritmética elemental hay proposiciones sobre trazos de expresiones y sobre su 
producción, en el caso de la aritmética (clásica) ampliada se incluyen además las proposiciones 
“sobre” objetos ideales. El sistema formal que él construye es el que meramente mediante el cual, 
en virtud de las correspondencias entre las propiedades formales y las lógicas, estudia las teorías 
matemáticas preexistentes. Sus formalismos son formalizaciones. 

Empero, dado que no hay ningún conocimiento que se derive de la teoría preexistente se 
permite el acceso de argumentos relativos al sistema formal; dado que, dicho sea de paso, desde 
el punto de vista de estos argumentos, no es necesario que exista una teoría de la cual la teoría 
formal sea una formalización, se nos abre la posibilidad de considerar la teoría formal no 
meramente como un instrumento de investigación de la sistema preexistente de proposiciones, 
sino como el objeto a tratar de la misma matemática. Hay buenos fundamentos para esto. Por una 
parte, no hay razón por la que el objeto de las matemáticas no debiera ser extendido a algún tipo 
de manipulación formal de los marcadores. Por otra parte un filósofo fenomenalista, o uno de 
convicciones filosóficas similares, bien podría —por razones filosóficas generales— negar la 
existencia de las proposiciones ideales y de este modo declarar, por ejemplo, que la aritmética 
ampliada con sus objetos y proposiciones ideales no significan nada o simplemente son falsos. Si 
es así, propondría, como H. B. Curry !, definir las matemáticas como “la ciencia de los sistemas 


l Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics, Amsterdam, 1951. 


formales”. En otras palabras, mientras que para Hilbert las matemáticas, o las metamatemáticas, 
son el “hilo de Ariadna” leibniziano que llevan a un laberinto de proposiciones y teorías 
matemáticas, el formalismo estricto considera que las matemáticas tiene este hilo —y ningún 
otro— para su objeto a tratar. 

El cambio desde el formalista punto de vista de Hilbert hasta el estricto formalismo de Curry 
deja como resultado el primer resultado matemático intacto. Representa, no obstante, una 
transición hacia un punto de vista filosófico diferente. Las matemáticas no tendrían truco sin nada 
como los sistemas formales, en particular sin entidades ideales, no perceptuales. La postura de 
Hilbert es análoga a la de los fenomenalistas moderados que admiten los conceptos sobre objetos 
físicos como auxiliares—sino es que ficticios—, en términos de qué datos sensoriales se 
ordenarian o que enunciados puramente fenomenalistas se crearían ——ncluso aunque los 
conceptos sobre objetos físicos no pudiesen ser “reducidos” a datos sensoriales, o a conceptos 
puramente fenomenalistas. El formalismo estricto por otro lado es análogo al fenomenalismo que 
admitiría solo los datos sensoriales y los enunciados puramente fenomenalistas. 

El formalismo estricto como filosofía de las matemáticas es más cercano que el punto de vista 
de Hilbert acerca de la doctrina de Kant en la Ética Trascendental. Según Kant un enunciado en 
las matemáticas puras tiene construcciones para su objeto a tratar —construcciones en el espacio 
y el tiempo, que por la misma naturaleza de estas intuiciones están restringidas. Según el 
formalismo estricto el objeto de las matemáticas son las construcciones, cuya posibilidad está 
restringida bajo los límites en los que la percepción es posible; y nuestros enunciados sobre dichas 
construcciones son las demostrationes ad oculos [demostraciones a ojo, visuales], leídas, por así 
decirlo, desde la percepción. Son enunciados sintéticos verdaderos. No obstante, no son evidentes 
del modo en que lo son las tautologías lógicas, ni, como Kant sostenía, tampoco lo son por estar 
adjuntos a particulares a priori. Es la evidencialidad de los enunciados de los enunciados 
fenomenalistas, o sobre datos sensibles, más simples. Los enunciados sobre construcciones 
matemáticas son, en otras palabras, enunciados empíricos que implican el menor riesgo de error. 
Ésta es la razón por la que al deliberar sobre el proceso de prueba —una de las principales materias 
de la ciencia de los formalismos— Curry dice, muy naturalmente, que es “difícil imaginar un 
proceso más claro y objetivo”. 

Para Hilbert la raison d étre [la razón de ser] de los sistemas formales es la de guardar y 
salvaguardar las teorías clásicas—aunque de alguna forma modificadas— preexistentes, en 
particular la teoría de conjuntos de Cantor. Para Curry los sistemas formales son los sustitutos de 
las matemáticas clásicas. A partir de esta diferencia fundamental entre formalismo moderado y 
estricto se pueden seguir otros. Para Hilbert, que pretende establecer la consistencia (lógica) de 
las teorías via la consistencia (formal) de los sistemas formales, un sistema formal inconsistente 
(formalmente) es inútil. Pero no para Curry. Él mantiene que para probar la aceptabilidad o 
utilidad de los sistemas formales “una prueba de consistencia no es ni necesaria ni suficiente”.! En 
efecto la inconsistencia de los sistemas formales, argumenta, fue probada en el pasado como de 
gran importancia por, por ejemplo, los físicos. Tanto Hilbert como Curry niegan la posibilidad de 
deducir las matemáticas a partir de la lógica. Aun con todo, Hilbert considera los principios del 
razonamiento que son suficientes para la aritmética elemental como los principios lógicos de una 
finita y, por así decirlo, lógica mínima. Curry separa la lógica y las matemáticas todavía más 
drásticamente. Todo depende, dice,? “de lo que se quiere decir con “lógica”——”matemáticas” que 


: Op. cit., p. 61. 
2 Op. cit., p. 65. 


ya se han definido... Por una parte la lógica es la rama de la filosofía en la que discutimos la 
naturaleza y criterio de la razón; en este sentido la llamamos lógica (1). Por otra parte en el estudio 
de la lógica (1) podemos construir sistemas formales que tengan una aplicación en este respecto; 
tales sistemas y algunos otros se suelen llamar “lógicas”. De este modo tenemos “lógicas” 
doblemente evaluadas, triplemente, modales, brouwerianas, etc., algunas de las cuales están 
conectadas con la lógica (1) solo indirectamente. El estudio de estos sistemas podría llamarse 
lógica (2). El primer punto al considerar la conexión de las matemáticas y la lógica es que las 
matemáticas son independientes de la lógica (1)... Sean o no principios a priori del razonamiento 
en la lógica (1), al menos no nos importa para las matemáticas.” 

Hilbert nunca lidió explícitamente ni en ninguna medida con los problemas filosóficos de las 
matemáticas aplicadas. Parecía a favor de la opinión de que hay un isomorfismo parcial entre las 
matemáticas puras y el dominio de la experiencia que incumbe a las aplicadas. La aritmética 
elemental, dicho sea de paso, sea en sí misma el objeto empírico a tratar en nuestro estudio —una 
“física” de trazas de símbolos y trazas de operaciones—, sea otra cosa, puede traer consigo una 
correspondencia bidireccional con algún otro objeto empírico a tratar; por ejemplo, por usar un 
caso trivial, las manzanas y las operaciones con manzanas. Las partes no elementales de la 
aritmética ampliada, por otro lado, no tienen correlatos empíricos. Su propósito es el de completar, 
sistematizar y salvaguardar el núcleo elemental que por sí solo es empírico o tiene correlatos 
empíricos. 

Según Curry, que es bastante explícito en esta cuestión, debemos distinguir entre la verdad de 
una fórmula dentro de un sistema formal —esto es, el enunciado que es derivable dentro del 
sistema— y la aceptabilidad del sistema en conjunto. La primera es “un asunto objetivo sobre el 
que podemos ponernos todos de acuerdo; mientras que el último podría implicar consideraciones 
extrañas”.! De este modo, sostiene que “la aceptabilidad del análisis clásico para el propósito de 
aplicación en la física se..., establece sobre cimientos pragmáticos y no sobre la cuestión de la 
evidencia intuitiva ni tampoco sobre la prueba de consistencia que nada tiene que ver con este 
asunto. El criterio primario de aceptabilidad es empírico; y las consideraciones más importantes 
son la adecuación y la simplicidad.”? Cuando se trata de la aplicación de las matemáticas, Curry 
es pragmático. No llega tan lejos como lo haría un logicista pragmático cuya perspectiva de las 
matemáticas puras es además pragmática y quien niega que las proposiciones matemáticas, 
lógicas, y empíricas pueden distinguirse por cualquier criterio afinado. El dominio de las teorías 
formales y de las proposiciones acerca de sus propiedades formales está, como Curry sostenía, 
claramente demarcado. 

Antes de describir algunos sistemas formales resumidamente, quizás deberíamos admitir una 
caracterización imprecisa, metafórica, de las ideas generales del formalismo. De acuerdo a la 
mayoría de filósofos, desde Platón hasta Frege, las verdades de las matemáticas existen (o 
“subsisten””) independientemente de que se conozcan e independientemente de su encarnación en 
oraciones o en fórmulas, aunque las verdades se necesiten aferrar a estas. Fue el ingenuo programa 
de Hilbert —vislumbrado hasta cierto punto por Leibniz— el de encarnar las verdades de las 
matemáticas clásicas para que los rasgos perceptuales de los cuerpos o de los procesos mediantes 
los cuales se producen correspondan a los rasgos lógicos de las proposiciones matemáticas. Las 
fórmulas de teoremas son, por así decirlo, las verdades corpóreas e incorpóreas de las almas — 
teniendo cada alma al menos un cuerpo. Este programa, como se explicará un poco más 
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precisamente más adelante, no puede llevarse a cabo. Ya fue demostrado por Gódel que cada 
encarnación de las matemáticas clásicas en un formalismo debe de estar incompleto; siempre hay 
verdades matemáticas que no están encarnadas en ninguna fórmula de teorema. 

Con objeto de apreciar este resultado debemos ser un poco más específicos acerca de la 
naturaleza del formalismo. Hilbert hablaba acerca de un tipo de armonía preestablecida que 
favorece el progreso de las matemáticas y de las ciencias naturales. Los resultados que se 
consiguen en la búsqueda de propósitos bastante diversos a menudo proveen un instrumento más 
acuciante para el fin científico. El aparato lógico de los Principia Mathematica, que, sobre la base 
de investigaciones pretéritas con diferentes fines, fue ideado con el propósito de reducir las 
matemáticas a la lógica, provee, en el particular caso de Hilbert, la herramienta casi terminada 
para la ejecución su bastante diferente programa. Donde los Principia Mathematica se queda corto 
es en la formalización incompleta. No es por completo un sistema de reglas para la manipulación 
de notaciones y fórmulas, en particular de las fórmulas del teorema totalmente independientes del 
hecho de que pueden interpretarse como proposiciones de las matemáticas clásicas. Pero los 
Principia Mathematica es también una fundación casi perfecta de la formalización rigurosa de las 
matemática clásicas. 

En efecto, de los sistemas formales, aquellos esbozados al discutir acerca de la filosofía 
logicista de la matemáticas son tan buenos ejemplos como cualquier otro. Esto se aplica en 
particular al cálculo proposicional y al sistema formal de lógica de clases de Boole. Aquí no 
podríamos hacer más que describir la naturaleza general de los sistemas formales. Hay máquinas 
para la producción de objetos físicos de variada índole, máquinas cuyas propiedades han sido el 
tema de detallada y extensiva investigación de Hilbert, Bernays, Post, Carnap, Quine, Church, 
Turing, Kleene y muchos otros. Como resultado del trabajo realizado por estos autores los 
términos “máquina” y “propiedades mecánicas” dejaron hace tiempo de ser metafóricos en los 
contextos lógicos. (Así es, los conocimientos más importantes sobre la naturaleza de los 
formalismos, es decir los teoremas más importantes de las metamatemáticas o, como es también 
llamada, teoría de demostración, no pueden formularse simple y claramente con enunciados al 
efecto de que ciertas máquinas de producción de fórmulas puedan, y ciertamente no pueden, 
construirse.) 

El formalismo estricto considera, como hemos visto, todas las matemáticas como la ciencia 
de los sistemas formales, sean éstas formalmente consistentes O no, y pretendan o no ser 
formalizaciones de teorías preexistentes; y había facilitado la comprensión de la naturaleza de los 
formalismos per se. Para hacer esto, se ha vuelto necesario para cualquier filósofo de las 
matemáticas. Para que no pueda haber dudas acerca de lo que sea que signifiquen las matemáticas, 
ahora o en el futuro, se debe incluir siempre la ciencia de los sistemas formales. 

Una caracterización bastante clara de los sistemas formales en general es dada por Curry.! Cada 
uno es definido por un conjunto de convenciones, también llamado marco primitivo. Al indicar el 
marco primitivo estamos proveyendo una mecánica de para todos los datos que se necesiten 
(además del conocimiento para la ingeniería) para la construcción de las máquinas de producción 
de fórmulas. Curry distingue las siguientes características en cualquier marco primitivo: 


a Op. cit., capítulo IV. 


(1) Términos 


Estos son (a) Muestras, que son especificadas por medio de cierta lista de objetos de diferente 
tipo, por ejemplo, notas en un papel, piedras u otro objeto físico. (b) Operaciones, esto es, modos 
de combinación para la formación de nuevos términos. (c) Reglas de formación para especificar 
cómo se construyen los nuevos términos. Por ejemplo, si canicas y cajas están entre nuestros 
términos y el guardado de canicas en cajas se encuentra entre nuestras Operaciones, podríamos 
adoptar la regla de formación permitiendo el guardado de cada canica en una caja, y estipular que 
el guardado de canicas pertenece al mismo tipo de término que el de las sueltas. 


(11) Proposiciones Elementales 


Estás están especificadas por medio de cierta lista de “predicados” con el número y el tipo de 
los “argumentos” de cada uno. Por ejemplo, podemos especificar como predicados una piezas de 
madera con n agujeros en los que se meten y sacan canicas y en los que se determina que nuestras 
proposiciones elementales son todos esos agujeros en las piezas de madera y que hemos 
debidamente rellenado introduciendo y sacando canicas. 


(111) Teoremas Elementales 


(a) Axiomas, esto es, “proposiciones” elementales que se establecen como “verdaderas” 
incondicionalmente. (b) Reglas de Procedimiento de la forma: “Si Py, P>, ..., Pm, son teoremas 
elementales de tal y tal condición, y si O es una proposición elemental que tiene tal y tal relación 
con P1, P2, ..., Pm, entonces O es verdadera”. Por ejemplo, si dos piezas de madera con agujeros 
rellenados con canicas son teoremas elementales, entonces cualquier pieza de madera producida 
por la unión de la primera con todas las demás también es “verdadera”. 


Para ser capaces de hablar sobre el marco primitivo debemos tener un nombre para las 
muestras, para las operaciones y para los predicados, y también indicaciones sobre la forma en 
que los predicados se aplican a los términos. La especificación de los rasgos que constituyen el 
marco primitivo de un sistema formal debe ser efectiva o definida (un término utilizado por 
Carnap). Esto quiere decir que debe ser posible determinar tras un número finito de pasos si un 
objeto tiene o no una característica. En efecto, si un sistema formal puede ser tratado por métodos 
finitos (a la Hilbert), si, en otras palabras, lo que se prueba sobre el puede ser probado por 
demostraciones ad oculos, entonces las propiedades de ser un predicado formal, de ser un axioma 
formal, de ser una fórmula que ha sido formalmente derivada de otra de acuerdo a una regla de 
procedimiento, deben ser todas ellas definidas. 

La propiedad de ser una fórmula de teorema puede pero no necesita ser definida; pero la 
relación formal entre una fórmula y la secuencia de fórmulas que constituyen su prueba debe, por 
supuesto, ser definida. En la mayoría de teoremas matemáticos una fórmula, por decirlo de alguna 
forma, no lleva escrito en la frente que es un teorema, sino que la prueba de ello, una vez dada, 
debe ser capaz de comprobarse en un número finito de pasos. 

Muchos sistemas formales han sido construidos por matemáticos en el actual siglo. El motivo 
de esta actividad ha sido usualmente la necesidad de que las proposiciones encarnadas en fórmulas 
sobre las propiedades y relaciones formales de las fórmulas garantizase la correspondencia entre 
las propiedades y relaciones lógicas de las proposiciones. En efecto, como hemos visto, el 


propósito último del programa de Hilbert, y lo que debería ser su consumación, es la demostración 
de que la consistencia lógica del cuerpo principal de las matemáticas clásicas es alcanzada via la 
prueba de la consistencia de un sistema formal adecuado. 

Como solía suceder a menudo en otras ramas de las matemáticas, el estudio de los sistemas 
formales lleva a resultados inesperados, a nuevos problemas, a nuevas técnicas y por lo menos a 
una nueva rama de las matemáticas puras, esto es, la teoría de las funciones recursivas. La 
importancia de esta teoría es considerada por los expertos como considerable. De este modo, E. 
L. Post, quien no solo realizó importantes contribuciones en esta materia, sino que además expresó 
sus principales ideas de una manera en la que las hace accesibles a los no expertos, expresó la 
opinión de que la formulación de las nociones de las funciones recursivas “puede formar parte de 
la historia de las matemáticas combinatorias además de tomar parte en la formulación de los 
números naturales”. ' 

El lector de un libro sobre la filosofía de las matemáticas no puede esperar que se transporte 
al mismo un conocimiento completo de estas nuevas ideas y técnicas. Aun así puede fácilmente 
ver que la cuestión sobre hasta qué punto puede la correspondencia entre la teoría preexistente y 
el sistema formal establecerse es de gran relevancia filosófica; y esperará resultados conseguidos 
por los matemáticos. A primera vista la completa encarnación de las teorías matemáticas en los 
formalismos puede parecer posible; y que por lo menos sería argumentable que las teorías 
preexistentes son meramente “intuitivas” en el sentido de alguna forma despectivo en el que el 
término es empleado por los matemáticos en las primeras páginas de sus tratados antes de que se 
meterse en el asunto, y que las mencionadas teorías son meros preliminares heurísticos para la 
construcción de formalismos y enunciados sobre estos. 

Debemos, por lo tanto, intentar dar un resumen de algunos de sus resultados en la ciencia de 
los sistemas formales, confiando en que los matemáticos —como hemos hecho hasta ahora— 
hagan su trabajo eficientemente. 


4. Algunos resultados de las metamatemáticas 


Solo se podrá dar un esbozo muy breve y aproximado del principal resultado de Gúdel y de 
algunos nuevos desarrollos conectados con este.? La supresión de “tecnicidades” aquí significa 
inevitablemente la supresión de argumentos y pensamiento esenciales. Abrir el apetito del lector 
sin malentendidos groseros tal vez sea lo mejor que se pueda hacer. 

Supusimos con Hilbert que el método y los resultados de la aritmética elemental no necesitaban 
justificación; y consideramos un sistema formal consistente F que es lo suficientemente expresivo 
como para permitir la formalización de la aritmética elemental en el. Esto implica el requerimiento 
de que todas las expresiones aritméticas correspondan a expresiones formales de tal modo que 


l Boletín de la Sociedad Matemática Estadounidense, 1944, vol. 50. n? 5. 


2 El texto fundamental es “Uber formal unentscheidbare Sátze der Principia Mathematica und verwandter Systeme, 
TI” [Sobre proposiciones formalmente indecidibles de los Principia Mathematica y sistemas afines, I”] de Gódel, 
en Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 1931, vol. 38. Para “una exposición informal del teorema de Gódel y 
el teorema de Church”, véase el artículo de J. B. Rosser con este título, en Journal of Symbolic Logic, 1939, vol. 
TV, n? 2. Un resumen informal y formal de la teoría de Gúdel se encuentra en Sentences Undecidable in Formalized 
Arithmetic de Mostowski, Amsterdam, 1952; también en Kleene, io. cit., y en Hilbert y Bernays, op. cit., vol. 2. La 
teoría de las funciones recursivas es desarrollada a partir de los primeros principios y sin un simbolismo lógico 
especializado en Rekursive Funktionen, de R. Péter, 2* edición., Budapest, 1958. Para un excelente estudio general 
del actual estado de la teoría, véase John Myhill, Philosophy in Mid-Century, Florencia, 1958. 


ningún teorema formal de F' corresponda a proposiciones aritméticas falsas. Si un enunciado 
formal, digamos f, es la formalización de una proposición aritmética a, puede decirse que a es una 
interpretación (aritmética) de, o el significado intuitivo de, f. 

Digamos que F formaliza completamente la aritmética elemental siempre que se dé el caso de 
cada enunciado formal f que es la formalización de un enunciado aritmético de fo bien de —f sea 
un teorema formal de F; o simplificadamente, siempre que f sea decidible. Hilbert apuntaba a la 
completa formalización de (sustancialmente) la totalidad de las matemáticas clásicas. Gúdel 
mostró que incluso un sistema formal que no formalizara más que la aritmética elemental no la 
formalizaba completamente. 

La incompletitud de F se establece mediante la construcción de un enunciado formal f que 
formaliza una proposición aritmética mientras que, no obstante, ni fni —f son teoremas formales 
de F, esto es, mientras que fes indecidible. La interpretación de fle recuerda a uno a la paradoja 
del mentiroso: “La proposición que afirmo es falsa.” Si la afirmación de la proposición es correcta 
entonces la proposición es falsa, de lo que se sigue que la afirmación es incorrecta, El enunciado 
trata “sobre” sí mismo. Establece su propia falsedad, y no establece nada más. Este tipo de auto 
referencia es la que posee la proposición formal de Gódel. Pero mientras que en la paradoja del 
mentiroso la relación entre la expresión lingúística y su significado está lejos de ser clara, la 
proposición formal de Gúdel es tan clara como F y la aritmética. 

Nos dirigiremos ahora hacia la construcción de la f indecidible (seguida de exposición de 
Mostowski). Dado que F formaliza la aritmética elemental los enteros y las propiedades de los 
enteros debe de tener contrapartes formales en F. Los enteros formales o numerables se 
imprimirán en negrita de forma que, por ejemplo, 1 corresponde a 1. Las propiedades formales de 
los enterno se expresará mediante W(.), las diferentes propiedades formales se distinguirán por sus 
diferentes subíndices. Si Wo(.) es la contraparte formal de “x es un número primo”, entonces Wo(5) 
es la contraparte formal de la proposición aritmética que dice que 5 es un número primo. El 
conjunto de todas las propiedades formales de los enteros se puede ordenar de muchas formas en 
un secuencia y podemos considerar una de estas secuencias, digamos, 


0) WO, Wa), W3x(.),... 


Ahora, para construir una proposición formal auto referente formulemos primero una proposición 
formal una cualquiera que llegue por “saturación” de alguna propiedad formal a la 
correspondencia numérica de su subíndice. Tal proposición formal es W¡(1), W2(2), Wx(3)..... 
Ahora escojamos, digamos, Ws(5). Esta proposición formal puede o no puede ser un teorema 
formal de F. Asumamos que no lo es, es decir, que 


W3(5) no es un teorema formal de F. 
Esta proposición no es a primera vista sobre una proposición formal de F, pero es una proposición 
real sobre una proposición formal, es decir sobre la proposición forma Ws(5). Es en el sentido de 
Hilbert un metaenunciado, perteneciente al metalenguaje en el que hablamos sobre F. De forma 


similar la propiedad: 


(Q) W,(n) no es un teorema formal de F 


no es a primera vista una propiedad formal perteneciente a F sino una metapropiedad perteneciente 
al metalenguaje. Parece plausible que ésta propiedad sea la contraparte formal entre las 
propiedades formales de F, en particular entre los miembros de la secuencia (1). 

Pero Gódel muestra que (2) debe de tener tal contraparte en (1) —que un miembro de la 
secuencia (1) formaliza la metapropiedad (2) o, más de lo mismo, que ésta metapropiedad es la 
interpretación del significado intuitivo de un miembro de la secuencia (1). El método por el que 
muestra esto es conocido como la aritmetización (también “gódelización”) del metalenguaje de 
las metamatemáticas, un procedimiento que es bastante análogo a la aritmetización de Descartes 
de la geometría euclidiana —la provisión de coordenadas numéricas para los objetos no 
numéricos, y las relaciones numéricas para las relaciones no numéricas entre estos objetos. 

Para cada uno de los signos de F —por ejemplo, —, V, (á— se asigna un entero para que cada 
secuencia finita de signo corresponda a una secuencia finita de enteros. Es fácil encontrar 
funciones que establezcan una correspondencia bidireccional entre secuencias finitas de números 
y números. (Por ejemplo, si acordamos asignar a una secuencia 11, 22, ...Am el producto p1”1, p2”2, 
...> Pm'm, donde p son los números primos en su orden natural, siempre será posible reconstruir la 
secuencia a parte de un número por factorización.) De esta forma cada signo, cada secuencia de 
signos (por ejemplo, cada propia proposición formal) y cada secuencia de secuencias de signos 
estará asignada a su coordenada numérica o número de Gódel. Los enunciados sobre expresiones 
formales pueden de este modo reemplazarse por enunciados sobre enteros. 

De nuevo, para cada clase de expresiones hay una correspondendiente clase de números de 
Gódel. Las clases de números de Gúdel requerido para el teorema de incompletitud están definidas 
todas ellas recursivamente, esto es, cada elemento puede de hecho ser calculado a partir de los 
anteriores. Lo mismo es cierto para las requeridas relaciones entre los números de Gódel y las 
funciones que toman los números de Gódel para sus argumentos y valores. Es posible, en 
particular, demarcar de esta forma una clase T, la clase de todas las proposiciones formales que 
son teoremas formales en F. (El enunciado de que p v —p es un teorema formal de F es, pues, 


equivalentemente expresado por c € T, donde c es un número de Gódel de p v —p en F.) Es 
igualmente posible indicar de esta forma una función recursiva P(n, p) de dos argumentos 
integrales cuyos valores son los números de Gódel de la proposición formal W.(p), esto es, la 
proposición formal que conseguimos “saturando” el enésimo miembro de la secuencia (1) con el 
numeral p. Tras estas preparaciones (que, en la demostración real, naturalmente toma más tiempo, 
espacio y esfuerzo y da en consecuencia más información acerca de su naturaleza) podemos dar 
la traducción de Gódel de (2), esto es, de 


W,(n) no es un teorema formal de F 
en 
(3) Dn, p) ET, 


esto es, el valor de (n, p) es un número de Gódel que no es miembro de la clase T de los números 
de Gúdel de los teoremas formales de F. 

Ahora (3) es una propiedad de los enteros que pertenecen a la aritmética elemental. Debe, por 
ende, tener una formalización en F, que debe además encontrarse en la secuencia (1) de W(.); para 
esta secuencia contiene cada propiedad formal de los numerales. Asumido entonces que hemos 
encontrado que (3) está formalizado por el g-ésimo miembro de la secuencia, esto es, de W¿(.). 

La propiedad formal de W¿(.) toma numerales como argumentos, entre estos también el 
numeral q. Consideramos por lo tanto la proposición formal W,(q), que es la proposición formal 


indecidible que deseamos construir. La interpretación de W,(q) es: el entero q tiene la propiedad 
formalizada por W.(.), esto es, la propiedad aritmética: D(n, p) € T; o de forma equivalente: W,(q) 
no es un teorema de F-. 

Si W¿(q) fuese un teorema formal de F formularía una proposición aritmética falsa. Si =W¿(q) 
fuese un teorema formal de F, entonces W,(q) formularía una proposición aritmética verdadera. 
Pero entonces una proposición aritmética falsa, esto es, —W.(q), estaría formalizada por un 
teorema formal de F. Ex hypothesi [dada la hipótesis propuesta] F es una formalización consistente 
de la aritmética elemental, ningún caso puede surgir. W,(q) es indecidible y F está incompleto. 

Algunas variantes del resultado de Gódel se pueden obtener variando las asunciones 
concernientes a F, y los métodos de demostración —todos ellos, sin embargo, permiten de hecho 
la construcción de las deseadas proposiciones formales. 

Las ideas y las técnicas, especialmente la aritmetización de las metamatemáticas, que produce 
el teorema de incompletitud y sus variantes también producen un segundo teorema de Góúdel 
concerniente a los formalismos del tipo F. Si F es consistente y si f es una formalización del 
enunciado de que F es consistente, entonces f no es un teorema formal de F. Brevemente, la 
consistencia de F no comprobable en F-. 

El segundo teorema implica la imposibilidad de demostrar la consistencia de las matemáticas 
clásicas formalizadas mediante métodos finitistas. Porque a pesar de cierta vaguedad al demarcar 
la noción de las demostraciones finitistas, cualquier prueba semejante puede ser aritmetizada e 
incorporada en F. Demostrar la consistencia de F mediante métodos finitistas o “finitarios” es por 
lo tanto equivalente a demostrar la consistencia de F en F —<que por el segundo teorema de Gúdel 
es imposible. El programa original para la demostración de la consistencia fue abandonado, o se 
ha relajado por la redefinición de “prueba finitista”. 

Ahora podemos hacer algunos breves comentarios sobre la teoría de las funciones recursivas 
que fue el principal instrumento de las demostraciones de Gúdel. (Los siguientes comentarios se 
siguen del principal tratamiento de R. Péter.) Una función recursiva es una función que toma 
enteros positivos como argumentos, cuyos valores son de nuevo enteros positivos y que son 
definidos por sus valores, que pueden “efectivamente” calcularse. El significado de “cálculo 
efectivo” o de “computabilidad” en sí mismo se clarifica al desarrollar la teoría. La definición de 
función recursiva no depende de ningúna asunción ni de que existan entre la totalidad de enteros 
uno que sea especificado solo por tener cierta propiedad. La teoría de las funciones recursivas 
puede, de esta forma, desarrollarse sin el cuantificador universal o existencial. El que la gran parte 
de la aritmética y de la lógica pueda desarrollarse de esta forma fue descubierto por Skolem tan 
pronto como el año 1923.! El principal motivo por el que se desarrolló esta teoría fue el hecho de 
que al abandonar la cuantificación no restringida, las antinomias de la teoría de conjuntos podían 
evitarse —la “existencia de un conjunto” se convierte en equivalente con la computabilidad de 
sus miembros.? 

Una de las funciones recursivas más simples puede servir como definición de añadir a un 
entero positivo fijo a a otro entero n. Considérese 


D(0, a)=a 
Dín + 1,a)= Dn, a) + 1. 


: Begriindung der elementaren Arithmetik durch die rekurrierende Denkweise ohne Anwendung scheinbarer 
Verinderlichen mit unendlichen Ausdehnungsbereich, Videnskapsselskapets Skrifter 1, Math. —Naturw. Kl. 6, 
1923. 

2 Véase también R. L. Goodstein, Recursive Number Theory, Amsterdam, 1957. 


La primera ecuación, nos dice cuál es el valor de la adición de O a a. La segunda no dice cómo 
encontrar el valor de la adición de n + 1 a a cuando el valor de la adición de n a a ya se ha 
encontrado. Podemos, por ende, encontrar los valores de la función paran=0,n=1,n=2,n=3, 
etc. Serían a, a + 1, a +2, a + 3, etc. Si escribimos Pla) para a + 1, entonces P(a) expresa la 
operación de formación del sucesor inmediato de un entero positivo. Nuestra función recursiva 
podría escribirse como 


D(0, a)=a 
D(P(n), a) = PlO(n, a)). 


De forma similar podemos definir la multiplicación de un entero positivo fijo a por un entero 
positivo n. Si D(n, a) =n : a, tenemos que 


D(0, a)=0 
D(n + 1, a) = Bn, D(n)). 


Del mismo modo podemos definir las potencias y otras funciones de la aritmética. 
La forma de estas funciones recursivas sería: 


D(0) = K 
D(n + 1, a) = B(n, P(n)), 


donde O es una función de una variable, es una función de dos variables, y K una constante o 
función sin variables. La variable n por la que cada sucesivo 0, 1, 2, etc. es sustituido se llama 
variable de recursión. Pero los valores de O y, por lo tanto, de dependen además de otras variables 
que, no obstante, no entran en el proceso de recursión, esto es, el cálculo que consiste en la 
sucesiva sustitución de n. Estas otras variables son llamadas, de acuerdo a la usual terminología 
de las matemáticas, “parámetros”. Una definición de la forma 


D(0, ar, 42, ..., Ar) = A(A1, 42, ..., Ar) 
D(n + 1, ay, ..., ar) = Bln, ar, a2, ..., Ar, D(n;, 41, 42, ..., Ar)) 


es llamada recursión primitiva. 

Si se dan dos funciones podemos formar una nueva función sustituyendo una función por una 
variable en la otra, por ejemplo, de D(x, y, z) y 'Y(u) podemos obtener por sustitución 
D(YP(u), y, 2), D(x, y, Pu), Y(D(x, y, 2)), etc. Las recursiones primitivas y las sustituciones 
producen una clase importante de funciones llamadas funciones recursivas primitivas 
caracterizadas | por aquellas funciones cuyos argumentos y valores son enteros positivos y que 
empiezan por 0 y n + 1 es definido como un número finito de sustituciones y recursivas primitivas. 

En sus demostraciones, Gódel usó únicamente funciones recursivas primitivas. Para ver cómo 
las propiedades formales pueden aritmetizarse consideremos la definición de relaciones 
recursivas. Una relación Bla, ..., as) es recursiva primitiva si existe una función 
recursiva P(a:, ..., ar), tal que equivalga a 0, si y solo si la relación B se mantiene entre a, ..., ar. 
Si W(a) es una propiedad, es recursiva primitiva siempre que exista una función recursiva 


l Péter, op. cif., p. 32. 


primitiva que equivalga a O, si y solo si a tiene W. La relación complementaria B(a1, ..., ar) de 
B(ai, ..., ar) es también recursiva primitiva y se mantiene si P(a;, ..., ar) 40. De esta forma las 
nociones “ser un complemento de”, “ser una conjunción” y las nociones más complejas de las 
metamatemáticas incluida “ser un teorema formal de F” se vuelven expresables como funciones 
recursivas primitivas, y relaciones entre los números de Gódel. 

Se sigue de un teorema de Turing (1937) que la computación de cualquier función recursiva 
primitiva puede dejársela a una máquina. De hecho mostró que una clase más amplia de funciones, 
las llamadas funciones recursivas generales, son computables por máquinas de Turing. Antes de 
que esto se mostrara, Church había propuesto que la igualmente vaga noción de computabilidad 
efectiva debería analizarse como soluble por las funciones recursivas generales, Esta propuesta 
fue justificada por los propios resultados de Church y por otros resultados que, aunque a primera 
vista desconectados, probadamente equivalentes. Al considerar este problema de identificar 
computabilidad efectiva con la solubilidad de funciones recursivas generales, la opinión de los 
expertos no estarán nunca más divididas.! Sobre esta cuestión no se puede decir nada 
provechosamente en el actual contexto del presente autor. La teoría está desarrollando una nueva 
rama de las matemáticas puras cuya relevancia para los problemas surgidos por Hilbert es 
meramente uno de sus aspectos importantes, y tal vez ya no la más importante.? 


l Véase Péter, op. cit., $8 20-22. 
2 Véase Myhill, op. cit., p. 136. 
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LAS MATEMÁTICAS COMO LA CIENCIA DE LOS SISTEMAS FORMALES: 
CRITICA 


EN la deliberación sobre la filosofía formalista de las matemáticas continuaremos nuestro plan 
examinando su enfoque sobre las matemáticas puras, sobre las matemáticas aplicadas y sobre la 
noción de infinito. Al igual que en el caso del logicismo, consideraremos primero de todo los 
ejemplos simples “1 + 1 =2” y “una manzana y una manzana hacen dos manzanas”. 

El formalismo distingue, como hemos visto, entre la secuencia de signos (1+1=2) (la 
fórmula) y el enunciado verdadero sobre que ésta fórmula o el proceso mediante el cual se produce 
tiene cierta característica formal —las característica, como hemos establecido, de ser una fórmula 
de teorema. La secuencia (1 + 1=>2) no es un enunciado sino un objeto físico, y por ello ni 
verdadero ni falso. Lo que es verdadero o falso, es el enunciado que dice que esta secuencia (1 + 
1 =2) es una fórmula de teorema. En otras palabras, mientras que en la perspectiva logicista la 
certeza de un enunciado matemático tiene su raíz en la lógica, su certeza en la perspectiva 
formalista surge de la inundabilidad de la descripción que da situaciones experimentales o físicas 
muy simples. Para los enunciados aritméticos formalistas están ocultos los enunciados lógicos. 
Para el formalista están ocultos los enunciados empíricos. Y como es necesario para nosotros 
examinar, y al final rechazar, esta primera declaración, debemos examinar también la última. 

La pretensión formalista lleva cubierta desde el principio por un tufo a paradoja. La impresión 
surge de dos fuentes: por un lado, su aparente asunción de que solo tres proposiciones son posibles, 
a saber, (a) los enunciados de las matemáticas puras son lógicas, (b) son sintéticas a priori en el 
sentido de Kant y (c) son empíricas; por otro lado surge de su aparente convicción que la primera 
posibilidad ha demostrado no mantenerse y que la segunda ha sido descartada por ser demasiado 
oscura e inadecuada para la variedad de sistemas matemáticos. Empero modestamente, empero 
silenciosamente, la pretensión de que los enunciados de las matemáticas puras sean empíricos se 
ha realizado. 

Volviéndonos ahora hacia los enunciados de las matemáticas aplicadas —sobre la adición 
física de manzanas, etc.— encontramos la postura del formalista de nuevo buscando ser 
comentada. Uno podría quizá sentir tentado a primera vista a decir, sobre esto, que un 
correspondencia bidireccional directa se mantiene en efecto entre el enunciado (metamatemático) 
que dice que (1+1=2) es una fórmula de teorema y enunciado que dice que una manzana y 
una manzana hacen dos manzana. Todo lo que parece necesario es poner manzanas y Operaciones 
de manzanas en un lugar de trazas y trazas de operaciones. Sin embargo, la situación no es tan 
simple. 

Resulta instructivo comparar el problema de las matemáticas aplicadas a ojos del formalista y 
a ojos del logicista. El logicista considera que “1 + 1 = 2” en la traducción logicista 


(MD 0NWeble£Gel)=(xU y) 2)" 


Y vá más lejos al considerar las dos versiones de “una manzana y una manzana hacen dos 
manzana”, esto es 


Lxe y se consideran como entidades diferentes y vacías. 


(a) ((ael)á%(be1)=((a U b) 2)) 


donde a y b son dos clases de unidades específicas sin elementos en común y donde (a b) es su 
suma lógica, y 


(2b) una ley empírica de la naturaleza sobre el comportamiento de las 
manzanas. 


Como hemos argumentado, si (1) es lógico entonces (2a) también es lógico. Pero a diferencia de 
(La), Qb) es empírico; y el logicista nos debe alguna explicación sobre la relación entre el 
enunciado lógico (1) y el enunciado empírico (2b). Al criticar el logicismo hemos argumentos que 
los conceptos —los conceptos de números y el concepto de adición— son diferentes en (1) y en 
(2b); y que, por no discernir esta diferencia, sino, por el contrario, fusionando los conceptos 
empírico y no empíricos, el logicismo falla incluso al establecer el problema sobre la relación 
entre (1) y (2b), por no hablar sobre la propuesta de una solución. 

La situación a ojos del formalista es de alguna forma similar. Este considera (1) el enunciado 
matemático “1 + 1=2” en la interpretación metamatemática, esto es: “Por una parte colocar 1 tras 
1; y por otra parte producir la secuencia 11 (ambas operaciones realizadas de acuerdo a las reglas 
para la yuxtaposición) nos deja la misma traza de expresión, es decir 11.” Deberíamos decir que 
este y un enunciado metamatemático similar, que sea capaz de demostraciones ad oculos, es 
empíricamente evidente. El formalista va más allá al considerar dos interpretaciones de “una 
manzana y una manzana hacen dos manzana”, a saber: 


(3a) un enunciado que difiera del enunciado acerca de la yuxtaposición 
de trazas solo sobre manzanas; y 

(3b) un enunciado sobre alguna adición física de manzanas (colocarlas en 
cajas y sacarlas al cabo de unos días, etc.) que no esté definida en 
concordancia con las reglas que gobiernan la yuxtaposición, 
consideradas en las metamatemáticas. 


El punto aquí es este: si el enunciado de las matemáticas puras es empíricamente evidente 
entonces (1) y (3a) son empíricamente evidentes. Pero (3b) y las leyes de la naturaleza formuladas 
matemáticamente, no son —o no lo son en el mismo sentido de los términos— empíricamente 
evidentes. De este modo, tal como, por una parte el logicista se enfrenta al problema de explicar 
la relación entre los enunciados presuntamente lógicos (y, podríamos decir, lógicamente 
evidentes) de las matemáticas puras y los enunciados empíricos de las matemáticas aplicadas, así 
por otra parte el formalista se enfrenta con el problema de explicar la relación entre los enunciados 
empíricamente evidentes de las matemáticas puras y los enunciados empíricamente no evidentes 
de las matemáticas aplicadas. 

Aparte del problema general del estado y función lógica de las proposiciones de las 
matemáticas puras y aplicadas recién mencionado, todo filósofo de las matemáticas debería 
mantener además una posición con respecto a la cuestión sobre las totalidades infinitas. El 
formalista, como hemos visto, no permite la suposición de que los conjuntos infinitos reales, o el 
uso de métodos transfinitos, estén dentro de las metamatemáticas. Permite, no obstante, el uso de 
símbolos para las entidades infinitas. Considera estos símbolos como objetos perceptuales tras el 
uso trazas de expresiones, dentro de la actividad regulada de manipular notaciones, que es el objeto 


perceptual a tratar de las metamatemáticas. Vimos que el programa de Hilbert de establecer una 
correspondencia bidireccional entre todas las proposiciones (aparentemente inocuas) de las 
matemáticas clásicas por una parte y de las fórmulas que las encarnan se ha mostrado por Gúdel 
como imposible, o por lo menos altamente problemático. Esto suscita, entre otras cosas, preguntas 
sobre en qué sentido la adjunción de las fórmulas que encarnan enunciados sobre totalidades 
infinitas de la aritmética elemental pueden ser consideradas como justificación del uso de infinitos 
reales en las matemáticas clásicas. Es una pregunta de nuevo sobre el “paraiso de Cantor”. ¿Nos 
ha expulsado de este la demostración de incompletitud de Góúdel solo para hacer su territorio más 
pequeño? 

En relación con todos estos problemas, en sus variantes formalistas, se encuentra la relación 
entre la lógica y las matemáticas. El razonamiento formalista metamatemático aparece como algo 
leído en las experiencias perceptuales indudables, como demostrationes ad oculos, sin necesidad 
de justificación ni capaces de ello. Debemos, por ende, considerar la posición formalista que 
considera la naturaleza de la lógica intuitiva, su demarcación para la lógica no intuitiva, la relación 
entre uno y otro y la de ambos con las matemáticas. 

Un plan razonable para la discusión podría parece, primeramente, considerar la concepción 
formalista de las matemáticas puras como la manipulación o la construcción de cadenas de 
símbolos y las matemáticas puras como consistente en (1) enunciados que son empíricamente 
evidentes y (11) el razonamiento involucrado solo con los enunciados. Lo siguiente sería considerar 
el enfoque formalista de la relación entre dichas proposiciones empíricamente evidentes de las 
matemáticas puras y las proposiciones de las matemáticas aplicadas, que no son capaces de 
demostración ad oculos, pero que dependen para su verificación de las técnicas experimentales y 
observacionales ordinarias de las ciencias naturales. El problema del infinito podría entonces ser 
discutido como parte del problema general de la naturaleza de la presunta adjunción de las 
entidades ideales a las reales en las matemáticas clásicas, la correspondiente adjunción de 
símbolos para entidades ideales a símbolos para entidades reales, y los enunciados 
metamatemáticos sobre el manejo de ambos tipos de símbolos de una manera puramente formal; 
nuestra discusión concluirá con una examinación de la concepción formalista de la lógica. 


1. El enfoque formalista de las matemáticas puras 


Según el enfoque formalista, los enunciados metamatemáticos describen ciertos tipos de 
manipulaciones simbólicas o expresan relaciones inferenciales entre tales enunciados 
descriptivos. Así pues, por lo visto los enunciados de las metamatemáticas son enunciados 
empíricos, los conceptos aplicados al hacerlos son conceptos empíricos, y las inferencias 
involucradas son siempre de enunciados o de conceptos a enunciados o conceptos empíricos. 

Está bastante claro, por supuesto, que los enunciados de las metamatemáticas no tratan sobre 
operaciones sobre trazas particulares. Las trazas, las piedras, las conchas, etc., sobre las que las 
Operaciones actúan de hecho son meramente representativas —muestras de tipos, por usar una 
distinción hecha por C. S. Pierce. Al describir operaciones particulares, digamos, la adición 
elemental de 1 a 1, diciendo que genera la figura 11, lo que importa es la relación entre los dos 
conceptos, “adición elemental” y figura del tipo 11”; y la relación no se ve afectada por la 
sustitución por otras muestras para estas trazas particulares. Los conceptos (predicados, atributos, 
etc.), sin embargo, son instanciados por los objetos y operaciones perceptuales; y es esta la 
situación perceptual fácilmente disponible o fácilmente construible la que permite leer la relación 
entre conceptos a partir de estos. Esta situación perceptual nos puede llevar (casi) a donde 


queramos, y esta situación perceptual es la que nos permite “demostrar ad oculos” la relación entre 
los conceptos. 

No obstante, el concepto formalista “x es un trazo”, estrictamente hablando, no describe o, lo 
que viene a ser lo mismo, no está, estrictamente hablando, instanciado, o ejemplificado por ningún 
trazo en particular. Así pues el formalista no puede asumir que las trazas con las que trata tengan 
ciertas propiedades que no se puedan encontrar en la percepción. Ningún trazo perceptual o físico 
es permanente a pesar de que al crear el objeto de las metamatemáticas, lo consideramos bastante 
apropiadamente como tal. Lo “abstraemos” de alguna forma u otra de su impermanencia. 

La cuestión puede parecer algo simple. Sin embargo, por un lado es considerado como de 
suficiente peso por Frege | para servir como base principal para su ataque a variantes anteriores 
del formalismo, variantes que en este respecto no difieren de su más reciente forma; mientras que 
por otro lado los formalistas contemporáneos y aquellos filosóficamente cerca de ellos también 
parecen necesitar una justificación, si identifican trazos físicos o perceptuales, que son 
impermanentes, con las instancias de los trazos físicos o perceptuales, que son impermanentes, 
con las instancias del concepto “x es un trazo” en el sentido en el que este implica “x es 
permanente”. Resulta instructivo citar, aquí, un pasaje importante del capítulo I de un importante 
trabajo reciente ! : “Digamos, para prevenir malentendidos, que el tema de estas investigaciones 
no es la realización individual de las figuras. De este modo si, digamos, las figuras 1, 11, 111, .... 
que están compuestas solo por 1, son llamadas “números”, esto no implica que cuando las 
realizaciones ahora vista por el lector tal vez se pudran no habrá números. Nadie que tenga la 
capacidad de producir tales figuras puede en ningún momento hablar significativamente sobre 
números.” 

Un podría dar el caso diciendo que los trazos de expresiones son tratados como si fueran 
permanentes. Pero esto significa que los trazos de símbolos que están escritos en el papel no son 
el objeto a tratar de las metamatemáticas. Significa que “x es un trazo de símbolo permanente” y 
no “x es un trazo de símbolo (impermanente)” es un concepto metamatemático. Es en efecto un 
asunto de poca importancia si, en el caso del cálculo o razonamiento metamatemático, uno ignora 
la diferencia entre los dos conceptos. La diferencia es, empero, importante para la filosofía de las 
matemáticas. Implica que, estrictamente hablando, los enunciados categoriales de las 
metamatemáticas son enunciados perceptuales de indudable certeza. Puede ser de indudable 
certeza, pero no son perceptuales. Los trazos en un papel son instanciaciones de “x es un trazo 
impermanente”. 

Otra estipulación que los formalistas están obligados a hacer tiene que ver con la certeza o 
exactitud de aquellos trazos de expresiones y operaciones, que forman el objeto a tratar de ésta 
ciencia. Estipulan, por ejemplo, que cada trazo de expresión, esto es, cada instancia de “x es como 
1” o cada instancia de ““x es como 11”, es perfectamente clara o, lo que viene a ser lo mismo, que 
los correspondientes conceptos son exactos en el sentido de que no admiten casos fronterizos. Sin 
embargo los dos conceptos no solo admiten los separados, sino también los casos fronterizos 
unidos. Si juntamos 1 y 1 cada más y más cerca llegaremos al trazo de figura para la que es 
igualmente correcto decir que es como el 1 y que es como el 11. Mientras que “x es como 1” y “x 
es como 11” admiten casos fronterizos, los correspondientes conceptos metamatemáticos no se 
admiten como tales; estos son conceptos exactos. 

Uno podría de nuevo decir que los trazos que conciernen a los formalistas pueden ser tratados 
como si fueses instancias de un concepto exacto ““x es un trazo”. Pero esto no quiere decir que el 


, Grundgesetze, vol. 2, $$ 86 ff.; además de las traducciones de Geach y Black, pp. 82 ff. 


concepto “x es un trazo (perceptual)”, que admiten instancias definidas, no admita también casos 
fronterizos. Lo que se ha dicho sobre la diferencia entre el perceptualmente instanciado “x es un 
trazo (perceptual)” y el metamatemático “x es un trazo (permanente)” se aplica también a la 
diferencia entre la inexactitud de lo perceptual y la exactitud de los conceptos metamatemáticos. 

Digamos de nuevo que la diferencia entre un concepto que está instanciado en la percepción 
y el correspondiente concepto metamatemático que es, más o menos, una idealización del primero 
no es tan importante para el trabajo del matemático, incluido el trabajo del metamatemático. Que 
sea importante para la filosofía de las matemáticas no fue descubierto por Frege, sino también por 
Platón, Leibniz y Kant. Platón distinguía agudamente entre diagramas por una parte y las Formas 
y sus instancias por otra. Según este un diagrama, tal como un trazo perceptivo en una hoja de 
papel, no es una instancia de la Forma del número 1; solo “intenta serlo” o aproximarse a ello. 
Entre el trazo perceptual y el número, la relación no es una instanciación sino una “participación” 
o ueBeórc. Tampoco Leibniz identificaba las figuras de sus characteristica universalis, que en la 
medida en que se usan en las matemáticas expresan “verdades de la razón” intemporales, con 
aquellas verdades de los universales que son sus constituyentes. De forma similar Kant distinguía 
cuidadosamente entre los enunciados sobre objetos físicos o perceptuales, tales como las notas en 
una hoja de papel, y los enunciados sobre construcciones en el espacio de la percepción pura o 
intuición —una distinción que Brouwer y sus seguidores intuicionistas avalaban. 

Nos encontramos por lo tanto deliberando como lo hicimos anteriormente sobre la filosofía 
logicista de las matemáticas, una fusión de dos conceptos de número diferentes. En el caso del 
logicismo, los conceptos empíricos inexactos que pueden instanciarse en la percepción son 
fusionados con los conceptos exactos que no pueden: “Número Natural” y “número natural” no 
se mantienen separados. El logicista enfatiza en los conceptos exactos y a priori que según él son 
traducibles a conceptos de la lógica. En el caso del formalista el énfasis se pone sobre un concepto 
presuntamente empírico del número que es considerado tanto exacto descriptivo de los datos 
perceptuales. El hecho de que la exactitud del concepto del número formalista sea debido a una 
idealización es pasado por alto o ignorado. 

No hay necesidad de repetir lo que se dijo anteriormente sobre la diferencia entre los dos tipos 
de conceptos especialmente en cuanto el tema vuelva a surgir en una discusión posterior, 
independientemente de la exposición y crítica del logicismo o del formalismo. No obstante, si la 
distinción está justificada para los conceptos de los números, se dará por sentada además para el 
concepto de operación numérica. En efecto, así como distinguimos, por ejemplo, entre la 
operación matemática de formar la suma lógica (no empírica) de números naturales y la operación 
física de añadir (empírica) de Números Naturales, también debemos distinguir entre la operación 
matemática de añadir trazos ideales y la operación física de añadir físicamente trazos —-o0 
manzanas o piedra u otro tipo de objetos perceptualmente dados. 

Dado que los conceptos de las metamatemáticas y los enunciados en los que estos conceptos 
se aplican no son empíricos, sus objetos a tratar tampoco son empíricos. Los trazos en una hoja 
de papel y las operaciones sobre ellos son tan poco el objeto a tratar de las metamatemáticas como 
las figuras y las construcciones sobre el papel son el objeto a tratar de la geometría euclidiana. 
Ambos tipos de notaciones y construcciones son diagramáticos; y los diagramas, empero útiles y 
prácticamente indispensables, son “representaciones” que ni son idénticas ni isomórficas a lo que 
se suele “representar”, Un diagrama es en este respecto como un mapa que “representa” un país o 
como el hilo de Ariadna que lleva a través del laberinto. No es como el país o como el laberinto 
en sí mismos. (He encerrado “representa” entre comillas para indicar que no estoy usando este 
término en su (por ahora tal vez) sentido dominante relacionado con el isomorfismo entre el 


sistema representante y representado. La inexactitud de los conceptos empíricos y la exactitud de 
los conceptos no empíricos excluye el isomorfismo entre las instancias y las relaciones de los dos 
sistemas.) 

Si aceptamos las anteriores distinciones entre los conceptos y operaciones empíricas y sus 
correspondientes no empíricos entonces una ciencia de trazos de expresiones y operaciones debe 
distinguirse de la ciencia de los trazos de expresiones y operaciones idealizados. La última por sí 
sola debería —si la cuantificación relativa a la permanencia y la definibilidad de los trazos de 
expresiones son tomados en serio— ser metamatemática. La primera ciencia podría por el 
momento ser llamada por el nombre bárbaro “diagramática” para indicar que tiene que ver con los 
diagramas perceptuales. La diagramática sirve a la metamatemática de una forma que es análoga 
al servicio rendido por la cartografía a la exploración geográfica. (La analogía, por supuesto, se 
deshace cuando consideramos que el tema de la diagramática es perceptual y que el tema de las 
metamatemáticas son entidades no perceptuales, mientras que el tema de la cartografía y la 
exploración geográfica son ambos perceptuales.) 

Podemos incluso desarrollar la analogía un poco más. A menos que los países no existiesen 
no podría haber mapas, ya que los mapas, incluso aquellos que no mapean ningún país, son 
definidos en términos de la relación entre algunos dibujos y algunos países. De forma similar, a 
menos que los sistemas matemáticos no existiesen no podría haber formalismos diagramáticos, 
dado que incluso aquellos que no formalizan ningúna teoría matemática son definidos en términos 
de la relación de algunos formalismo y algunas teorías. La diferencia entre los mapas y los no 
mapas es de este modo análoga a la diferencia entre los formalismos diagramáticos y los no 
formalismos y la diferencia entre los mapas que mapean y los que no mapean a la diferencia entre 
la los formalismos formalizantes y no los no formalizantes. No todos los trozos de papel 
coloreados son un mapa, no todos los mapas muestran países. No todos los juegos con trazos son 
un formalismo diagramático, no todos los formalismo diagramáticos son formalizantes. La 
demarcación de Curry de la noción de formalismo (más allá de toda interpretación) corresponde 
a la demarcación cartográfica de la noción de mapa (más allá de cualquier interpretación). 

El matemático necesita las figuras diagramáticas como instrumentos, así como el geógrafo 
necesita mapas. Sin algún conocimiento sobre diagramas el matemático no puede hacer su trabajo 
de pensar dentro de una teoría matemática o de idear una nueva. De forma similar, sin algún 
conocimiento de cartografía un explorador no puede explorar un país que ha sido descubierto por 
primera vez. La cartografía y la diagramática son, pues, ciencias auxiliares para la exploración 
geográfica y las matemáticas respectivamente. La analogía, especialmente en este caso, que solo 
tiene una envergadura muy limitada, no puede tomar el lugar del argumento. 

Enfatizar, no obstante, que la distinción entre los conceptos sobre números empíricos y no 
empíricos de ningúna manera implican esa notación, ese simbolismo y la ciencia de los 
formalismos diagramáticos no es de gran importancia ni heurísticamente ni en otros muchos 
respectos. Su mayor importancia nunca ha sido negada por los filósofos que distinguen entre 
enunciados sobre objetos perceptuales y enunciados sobre objetos matemáticos. Así pues, según 
Platón, las matemáticas también indagan en la relación entre las Formas eternas que deben usar 
por razones prácticas diagramas físicos para dirigir su investigación. Los intuicionistas modernos, 
que niegan que las matemáticas tengan relación con la manipulación de reglas rectoras de la 
notación sobre el papel o de otros objetos perceptuales, están igualmente convencidos de la 
utilidad y necesidad práctica de los formalismos (diagramáticos) y de que se han construidos 
algunos de estos con objeto de transmitir las ideas matemáticas. 


Los filósofos formalistas de las matemáticas están, como hemos señalado anteriormente, 
bastante enterados sobre el carácter no empírico e idealizado de ciertos conceptos matemáticos, 
en particular de la noción de infinito real. Sin embargo, no parecen darse cuenta de que la 
desconexión de las matemáticas de la percepción —la introducción de conceptos no empíricos— 
da lugar, no a la transición desde la aritmética elemental a la ampliada, sino al mismo comienzo 
de cualquier desarrollo de la aritmética elemental. El concepto de número natural en sí mismo no 
es empírico. 


2. El enfoque formalista de las matemáticas aplicadas 


Para el logicista el problema de las matemáticas aplicadas consiste en relacionar enunciados 
presuntamente lógicos, que no pueden ser posiblemente falsos, con enunciados empíricos que 
pueden ser falsos. Para el formalista el problema consiste en relacionar enunciados empíricos 
evidentemente perceptuales, que no pueden ser falsos, con enunciados empíricos que pueden 
serlo. Consideremos, como antes, el enunciado metamatemático “1 + 1 = 2”, que describe la 
yuxtaposición de dos trazos y su resultado, y el enunciado de una física muy simple “una manzana 
y una manzana hacen dos manzanas” (esto es, el caso 3b). 

Si consideramos el enunciado sobre manzanas como el resultado de reemplazar en la situación 
descrita por “1 + 1 = 2” cada trazo por una manzana y la yuxtaposición de trazos por la 
yuxtaposición de manzanas, entonces o bien ambos enunciados serían evidentemente verdaderos 
o ningún lo es. Esto es, empero, incompatible con la asunción con la que empezamos. Si el 
enunciado de trazos es evidentemente verdad y el enunciado de manzanas no lo es, entonces debe 
de hacer alguna diferencia entre los trazos metamatemáticos y la yuxtaposición de trazos por una 
parte, y entre las manzanas y la yuxtaposición de manzanas por otra. La diferencia es, por 
supuesto, que los trazos, y la yuxtaposición de trazos, son instancias de conceptos no empíricos, 
idealizados y exactos; mientras que las manzanas y la yuxtaposición de manzanas son instancias 
de conceptos empíricos e inexactos. Así como hemos tenido que distinguir entre la “adición” como 
suma lógica y la “adición” como operación física, del mismo modo tenemos que distinguir entre 
la “adición” como yuxtaposición matemática y la “adición” como operación física. 

El reemplazo del tipo descrito no puede llevar de un enunciado metamatemático a uno físico. 
Puede que se deba a que está bastante claro que no es el caso, lo formalistas no sugieren que los 
enunciados de las matemáticas aplicadas —en particular de la aritmética aplicada elemental — 
sean instancias reemplazas de los trazos de enunciados. Con objeto de preservar el carácter 
evidente de los trazos de enunciados y el carácter más que evidente (conjetural, inductivo, 
verosímil, corrigible, etc.) que pertenecen a los enunciados sobre manzanas, hará falta un análisis 
más complejo. 

La relación es a menudo explicada en términos de una correspondencia bidireccional | entre 
trazos y relaciones entre trazos por un lado y, por ejemplo, entre manzanas y relaciones entre 
manzanas por el otro. Pero semejante correspondencia no se puede establecer. El concepto 
metamatemático “x es un trazo” (ex hypothesi [dada la hipótesis propuesta], o por el decreto de 
los filósofos formalistas) no admite casos fronterizos. Nunca es correcto decir sobre un objeto 
“Esto es un trazo” a menos que sea incorrecto decir del mismo “Esto no es un trazo” sino, por 


l Zuordnungdefinitionen, definiciones “coordinativas” o “correlativas”, por ejemplo, Reichenbach, 
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ejemplo, “Estos son dos trazos”. El caso es que, por supuesto, es bastante diferente a “x es una 
manzana”. Las reglas rectoras de esta expresión permiten en efecto decir a veces con equivalente 
certeza sobre una fruta creciendo en un manzano, que es una manzana y también que dos manzanas 
crecen juntas. La fruta en cuestión no establece una relación bidireccional ni con una instancia de 
“x es un trazo” ni con una instancia de “x no es un trazo”. Es un caso neutral o fronterizo de un 
concepto inexacto que admite casos positivos, negativos y neutrales; mientras que el concepto “x 
es un trazo” admite solo casos positivos y negativos. Podemos, por supuesto, decidir lidiar con “x 
es una manzana” como si no fuera un caso fronterizo. Pero entonces tendríamos que idealizar el 
concepto de trazo físico. Debemos de nuevo comparar los trazos idealizados con las manzanas 
idealizadas, mientras que por supuesto el punto de recogida en la noción de correspondencia 
bidireccional era para relación trazos ideales con mananzas reales —y enunciados 
metamatemáticos sobre los primeros con los enunciados físicos sobre los últimos. 

La imposibilidad de establecer la requerida correspondencia bidireccional de la instancias de 
“x es un trazo (ideal)” o cualquier otro concepto exacto, con las instancias de “x es una manzana” 
o cualquier otro concepto inexacto, se vuelve incluso más clara cuando comparamos la situación 
con una puramente aritmética. Llamemos a un número entero número P (para recordar los casos 
positivos) si es divisible por 2 pero no por 3; número N (para recordar los casos negativos) si es 
divisible por 3 pero no por 2; y número F (para recordar los casos fronterizos) si es divisible tanto 
por 2 como por 3. Un conjunto N-P, que consiste en números N y P, corresponde de este modo a 
un concepto exacto; un conjunto N-P-F, que consiste en números N, P y F, podría parecer que 
corresponde a un concepto inexacto. Es trivialmente claro que no se puede establecer una 
correspondencia bidireccional entre ningún conjunto N-P-F ni ningún conjunto N-P con los 
números P del primer conjunto establecen una correspondencia bidireccional con los números P 
del segundo, los números N del primero con los números N del segundo, y ningún número del 
primer conjunto sobra. De momento la comparación entre los conjuntos N-P-B y N-P es análoga 
a la comparación entre los conceptos exactos y los inexactos. 

Aunque el segundo caso es más complejo, también es más o menos obvio. La razón es simple. 
Los casos FF de un conjunto N-P-F están agudamente definidos —es bastante claro para cualquier 
entero dado si es divisible por 2 y 3. Ninguna demarcación clara semejante es posible para los 
casos fronterizos de “x es una manzana” y cualquier concepto inexacto. Podríamos por supuesto 
intentar recoger todos los casos fronterizos entre ““x es una manzana” y “x es un par de manzanas” 
—llamando al concepto bajo el que recaen, digamos, ““x es una pareja de manzanas”. Pero este 
concepto —a diferencia del conjunto F——podría de nuevo aceptar casos fronterizos, tanto entre 
casos de “x es una manzana” y “x es una pareja de manzanas” com entre “x es una pareja de 
manzanas” y “x es un par de manzanas”, y la colección de estos casos podría de nuevo llevar a 
casos fronterizos. 

Lo que se ha estado diciendo sobre la relación entre los trazos ideales y las manzanas físicas 
se aplica, y por razones similares, a la relación entre la adición matemática —una yuxtaposición 
ideal entre tales trazos— y las diferentes operaciones de adición física. “x es el resultado de la 
yuxtaposición de trazos ideales” no admite casos fronterizos mientras que “x es el resultado de 
una adición física” sí. El contraste entre la adición matemática, entendida esta según el formalista, 
y todas las adiciones físicas es tan fundamental como el contraste entre la adición matemática en 
su concepción logicista como suma lógica y las adicciones físicas. 

En las filosofías formalistas de las matemáticas, en particular las de Hilbert y Bernays, el 
reconocimiento se debe, como hemos visto, a la importancia de distinguir entre conceptos que son 
y que no son como tal instanciados en la percepción. Pero estos filósofos trazan la línea en un 


lugar diferente. Para ellos las totalidades infinitas de los trazos de expresiones no pueden 
posiblemente instanciarse en la percepción y sería inútil buscar una totalidad infinita, digamos, de 
manzanas. He argumentado a favor de trazar una línea mucho antes. Incluso las nociones de la 
aritmética elemental —aparte de cualquier adjunción a ellas de las totalidades infinitas— están 
instanciadas en la percepción. Es en consecuencia inútil buscar una correspondencia bidireccional 
entre instancias de “x es un trazo” (en el sentido definido por el formalista) y las instancias de “x 
es una manzana”. 

Una vez se decide que puede haber una correspondencia bidireccional entre las entidades y 
las operaciones de la aritmética elemental, que son instancias de conceptos exactos, y las entidades 
y Operaciones perceptuales, que son instancias de conceptos inexactos, un enfoque del todo 
diferente de las matemáticas aplicadas parece reclamarse. Podemos, por un lado, negar que haya 
alguna diferencia fina entre los enunciados presuntamente indudables de las metamatemáticas y 
los enunciados ordinarios empíricos de las matemáticas aplicadas. Uno podría decir en cambio 
que la diferencia es meramente pragmática —que consiste en nuestra gran reluctancia por rechazar 
los enunciados metamatemáticos del corpus de nuestras creencias más que rechazar las leyes de 
la naturaleza matemáticamente expresadas. Este tipo de pragmatismo formalista podría ser 
análogo al pragmatismo logicista del que hablamos en el capítulo III. Al igual que el pragmatismo 
logicista admite solo una diferencia de grado entre los enunciados presuntamente lógicos y los 
enunciados empíricos, el pragmatismo formalista podría solo admitir una diferencia de grado entre 
los enunciados metamatemáticos empíricamente evidentes y los otros empíricos. Pero este tipo de 
pragmatismo formalista entraría en conflicto con las tesis básicas del formalismo original, así 
como, por ejemplo, el pragmatismo de Quine entra en conflicto con las tesis básicas de Frege y 
de Russell. 

La razón para esto es clara. Así como el logicismo original asume que hay un fina distinción 
entre las proposiciones lógicas y las proposiciones empíricas para las que la misma ejecución del 
programa logicista debe conformar, también el formalismo original asume que hay una fina 
distinción entre los enunciados metamatemáticos y los extramatemáicos incluso cuando ambos 
son empíricos. Si uno decide llamar al pragmático logicista “logicista” absolutamente, o al 
pragmático formalista del tipo descrito como “formalista”, es por supuesto en gran medida una 
cuestión lingiística. Parecería en conjunto que los filósofos que no niegan nada más que las 
diferencias de grado entre las proposiciones lógicas y las no lógicas son llamados “logicistas” — 
la razón viene siendo que algunos de estos que han realizado importantes contribuciones a la causa 
logicista han, al mismo tiempo, o más tarde, abrazado el pragmatismo. Aquellos que no niegan 
nada más que las diferencias de grado entre las proposiciones metamatemáticas y las empíricas 
no son llamados normalmente formalistas. La razón, de nuevo, parece ser que aquellos que han 
contribuido a la causa formalista —por ejemplo, Hilbert, Bernays y Curry— no han, al mismo 
tiempo, sido pragmáticos en el radical sentido en el que los términos se utilizan. 

Hemos visto que el intento por explicar la relación entre “1 + 1 =2” y “una manzana y una 
manzana hacen dos manzanas” considerando que el segundo enunciado como (a) una instancia de 
reemplazo del primero (“manzana” para “trazo”, “adición física” para “yuxtaposición de trazos”) 
o (b) isomórfico con el primero terminando ignorando la misma diferencia entre los dos 
enunciados que presuponen y de hecho que tratan de explicar. Un intento mucho más prometedor 
es, como ya vimos, el de Curry. 

Curry distinguía entre, por un lado, la verdad de los enunciados (metamatemáticos) sobre 
notas y cadenas de notas, esto es, la verdad de los enunciados de las matemáticas puras, y por otro, 
la aceptabilildad de una teoría de las matemáticas puras para cierto propósito. La verdad de los 


enunciados de las matemáticas puras de acuerdo a él son ““una materia objetiva sobre la que 
podemos estar de acuerdo” mientras que la aplicabilidad de una teoría de las matemáticas puras 
“puede implicar consideraciones extrañas”.! Ilustra esta distinción comparando un sistema 
formalizado del análisis clásico con la aplicabilidad en física. El hecho de que el fisicismo esté 
“asociado” con lo que predica el análisis clásico con ciertas nociones físicas, ha demostrado ser 
extremadamente útil. Es un procedimiento justificable pragmáticamente. Un sistema formalizado 
del análisis clásico, incluso si es demostrablemente inconsistente, es preferible para el propósito 
de la física que un sistema formalizado que cumple los requerimiento finisitas de los filósofos 
intuicionistas. La cuestión se enfatiza en el siguiente pasaje: “Las teorías intuicionistas son tan 
complicadas que son absolutamente inútiles; mientras que el análisis clásico ha sido 
extremadamente provechoso. Este es el punto decisivo; y mientras ésta utilidad persista, el análisis 
clásico no necesitará ningúna justificación en absoluto”.? 

Curry de este modo insiste, como creo correctamente, en una distinción precisa entre las 
matemáticas puras y las matemáticas aplicadas. Su pragmatismo se extiende solo a las 
matemáticas aplicadas y no implica las tesis del pragmatismo radical sobre que los enunciados de 
las matemáticas puras y aplicadas no difieren en tipo sino solo en grado de acuerdo a la mayor o 
menor reluctancia con la que están preparadas para abandonarse. 

Sin embargo, si podemos decirlo así, su pragmatismo con respecto a las matemáticas aplicadas 
es más bien de grano grueso. La razón para esto recae en su fracaso al analizar la relación entre 
los preciados formales de las matemáticas puras y las nociones empíricas de las matemáticas 
aplicadas. Él no dice más que están “asociadas” y por implicación que no son isomórficos. En 
efecto, si uno quisiera emprender un análisis más fino de la forma en la que las nociones formales 
y empíricas están asociadas uno tendría que suplir minuciosamente el análisis de Curry de los 
predicados formales por un análisis minucioso similar de los predicados empíricos. Esto no lo 
proveé. Tampoco, por otro lado, argumenta que sea imposible. 


3. El concepto de infinito real 


Se han tomado principalmente tres actitudes filosóficas sobre el uso del concepto de infinito 
real que podrían llamarse respectivamente finitismo, transfinitismo y tranfinitismo metodológico. 
Los finitistas como Aristóteles, Gauss, y los antiguos y nuevos intuicionistas, niegan todo 
contenido “real” o incluso “inteligible” de las nociones matemáticas que no son características de 
agregados finitos o como mucho potencialmente finitos, esto es, agregados crecientes pero nunca 
completados. (Aquellos que no admiten ni siquiera la concepción de agregados potencialmente 
infinitos podrían llamarse “finitistas estrictos”.) Los transfinitos como Cantor y sus seguidores 
adscriben la misma realidad e inteligibilidad de los conceptos transfinitos a los finitos. Los 
transfinitos metodológicos, en particular Hilbert, admiten los conceptos transfinitos en las teorías 
matemáticas sin acordar con ellos un status “ontológico” completo. Se admiten porque son útiles 
para tales propósitos como la simplificación y unificación de las teorías matemáticas. 

Cada una de estas doctrinas filosóficas seguirán siendo dogmas sin vida de una metafísica 
autónoma y autosuficiente, a menos que también funcione como un principio regulativo o 
directivo, un programa que satisface la construcción de teorías matemáticas. La distinción entre 
dogma y programa es importante para el entendimiento de la naturaleza de las controversias 
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relativas a la noción de infinito real y en efecto de otras muchas controversias filosóficas. 

Un dogma es una proposición que, si tiene algún sentido en absoluto, es o bien verdadera o 
falsa, y de dos dogmas incompatibles al menos uno debe ser falso. Así pues, por ejemplo, el 
finitismo o el transfinitismo deben de ser falsos si son enunciados sobre la naturaleza de la 
realidad. Pero es difícil ver cómo uno podría decidirse a favor de una de las dos opciones sin 
abrazarlas como lo podría hacer uno con la fe religiosa. 

Un programa es bastante diferente. No es ni verdadero ni falso. Si dos programas son 
incompatibles de ello no se sigue que uno de los dos sea falso. Pero un programa es satisfacible o 
insatisfacible y una persona que adopta alguna no cree (usualmente) que sea satisfacible. Examinar 
la diferencia entre la satisfacibilidad de un programa y la verdad de una proposición es confuso. 
De las dos proposiciones una , al menos, debe de ser falsa. Pero dos programas incompatibles 
pueden ser satisfechos. 

La división entre finitistas, tranfinitistas y transfinitistas metodológicos le recuerda a uno a 
una división más o menos general en la filosofía —aquella entre positivistas, realistas metafísicos 
y realistas metodológicos. Los positivistas aceptan la “realidad” e “inteligibilidad” completa solo 
para los conceptos empíricos, los realistas metafísicos aceptan tales honores también para algunos 
conceptos no empíricos, y en por último los realistas metodológicos admiten ciertos conceptos no 
empíricos en una acepción puramente auxiliar. El programa positivista es satisfecho, por ejemplo, 
por las teorías físicas fenomenológicas tales como la termodinámica fenomenológica; el de 
realismo metafísico por la concepción de Boltzmann de la teoría cinética de los gases; y el del 
realismo metodológico por las teorías que admiten entidades inobservables y sus características 
solo debido a la reserva y a las cuantificaciones. No hace falta añadir que la noción que constituye 
un concepto empírico no está normalmente tan agudamente definida y varía confusamente de un 
grupo de pensadores a otro. 

Estas distinciones nos permiten ser breves al formular la filosofía de Hilbert. Se le entiende 
mejor como transfinito metodológico que asimismo es realista metodológico. Él considera la 
“realidad” solo bajo conceptos empíricos y mantiene que los conceptos no empíricos como los 
“infinitos reales” solo deberían admitirse si la teoría que los emplea puede ser mostrada como 
consistente. 

Ahora bien, he argumentado que los conceptos empíricos tales como las características de los 
trazos físicos y las operaciones con trazos son inexactos y que los conceptos de la aritmética — 
incluida la aritmética elemental— son exactos y no empíricos. La línea, por lo tanto, que divide 
la aritmética finita de la aritmética transfinita no es la misma línea que divide los conceptos 
empíricos de los no empíricos. La aritmética finita y la transfinita se encuentran en el lado no 
empírico. Esto quiere decir además que los metafísicos positivistas se equivocan al argumentar en 
contra de la aritmética transfinita en el campo en el que operan los conceptos no empíricos. De 
hecho excluir los conceptos no empíricos de las matemáticas es precisamente excluir de las 
matemáticas los conceptos matemáticos, esto es, extinguir la materia. 

No puede haber dudas de que las dificultades al construir una teoría matemática consistente 
se incrementa a medida que uno se mueve de la aritmética elemental a la aritmética que incluye 
el concepto de totalidad de todos los enteros; y estas dificultades indudables todavía se 
incrementan más cuando uno admite los agregados de números cardinales mayores que . Podría 
estar permitido además que cada uno de estos pasos implicase un mayor grado de idealización — 
una eliminación más de la percepción. Pero estas, en el presente contexto, no son las 
consideraciones relevantes. Mientras el programa de los transfinitos metodológicos no se vea 
como insatisfacible, podrá persistir. Argumentos al efecto de que admiten idealizaciones en las 


matemáticas no implican convicción, y los argumentos que admiten idealización demasiado 
radicales traen consigo muy poca. Si, en el hecho histórico, un programa se ha mantenido 
incompleto, a pesar de los mayores esfuerzos por parte de los pensadores más competentes a lo 
largo de un periodo prolongado, es el hecho más bien que ningún otro que —en política, ciencia, 
matemáticas y en otros campos del empeño humano— provoca que la gente en última instancia 
abandone o modifique el programa. Es por esto por lo que los programas y tesis de las 
metamatemáticas con las que están asociados, aunque sin refutar, no mueren repentinamente sino 
que más bien se desvanecen. 

Lo que un oponente del programa formalista tiene que hacer, si él fuera a hacerlo 
inmediatamente efectivo, sería demostrar que un programa para admitir conceptos transfinitos en 
las teorías matemáticas no podría, en la naturaleza del caso, ser satisfecho. Ahora bien, en su forma 
original este programa fue en primer el de formalizar la aritmética elemental y un porción 
suficiente de la aritmética transfinita para que la consistencia del formalismo correspondiese a la 
consistencia lógica de la teoría formalizada y en segundo lugar el de demostrar por métodos finitos 
la consistencia (formal) del formalismo. Este programa no podía demostrablemente satisfacerse 
dado que, como Gódel demostró, ningún formalismo del tipo aquí empleado puede formalizar la 
aritmética —ni siquiera la aritmética elemental— completamente. 

Los resultados de Gódel fueron publicados en el periodo entre la composición del volumen I 
del trabajo clásico de Hilbert y Bernays y la aparición del volumen Il; y el que su importancia 
fuese claramente reconocida por los propios autores es obvio desde el prefacio del segundo 
volumen, uno de cuyos (dos) temas centrales es la situación que hace necesaria la “ampliación del 
marco de trabajo de los métodos concretos (inhaltliche) de inferencia admitidos por la teoría de la 
prueba en oposición a la previa demarcación del “punto de vista finito””.! La inducción 
transfinita, que procede no a través de la secuencia de los números naturales, sino a través de 
conjuntos “más grandes”, ordenados, se admite.? 

La pregunta que surge aquí es la de si la admisión de métodos transfinitos del razonamiento 
en las metamatemáticas puede no significar el abandono de la postura del tranfinitismo 
metodológico, la perspectiva que acepta los conceptos transfinitos en las teorías matemáticas y en 
sus formalizaciones pero que no los permite en los enunciados formalizados acerca de 
formalismos. La situación ahora enfrentada con el formalista, que tiene que ver con la distinción 
entre los métodos transfinitos admisibles e inadmisibles, es bastante similar a la situación a la que, 
tras el descubrimiento de las antinomias en el sistema de Frege, tuvo que enfrentarse el logicista. 

El logicismo empezó a partir de la asunción de que las proposiciones y conceptos lógicos 
podían distinguirse claramente de los no lógicos. En el curso de intentos por realizar el programa 
logicista de deducir las matemáticas a partir de la lógica, la distinción original, que nunca ha 
quedado demasiado clara, fue oscurecida por la introducción de proposiciones no lógicas, o al 
menos no obviamente lógicas, en las premisas de las que las matemáticas eran deducidas. De 
forma similar el formalismo hizo la asunción inicial de que había una clara distinción entre los 
conceptos finitos, las proposiciones y las demostraciones (ad oculos) finitas y, por otro lado, los 
equivalentes transfinitos. En el curso de intentos por realizar el programa de proveer la 
consistencia de la formalización a las matemáticas clásicas mediante métodos finitos, también se 
volvió necesario admitir métodos transfinitos. 
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En el caso del formalismo, el intento por realizar el programa original falló no solo en (lo que 
es el hecho histórico) aquello en lo que el programa no podía ser satisfecho. El fallo fue que se 
volvió insatisfacible. Es cierto que muchos resultados de importancia variada fueron recolectados 
durante el camino. Pero al considerar las tesis filosóficas específicas y los programas del 
formalismo original —estos han sido suplementados por cualificación ad hoc. 

En conclusión, debemos preguntarnos cuánta luz ha arrojado la filosofía formalista de las 
matemáticas a la completa noción de infinito real. Hilbert, como hemos visto, consideraba está 
noción como una Idea kantiana, una noción que no es ni abstraída de la percepción ni aplicable a 
esta y que no obstante puede introducirse en las teorías sin inconsistencia. Se propuso dar el más 
preciso análisis de esta Idea y una prueba rigurosa de su inocuidad en los sistemas formalizables 
del análisis clásico. Por un lado, la Idea de infinito real y las proposiciones involucradas son, según 
Hilbert, exactamente igual que los conceptos matemáticos finitos de incorporación —sin el 
significado que podría o no tener— en un formalismo completo y consistente. Por otro lado la 
Idea y las proposiciones involucradas son, a diferencia de las proposiciones y conceptos 
matemáticos finitos, incapaces de ser interpretados como características perceptuales 
características de la (muy simple) información perceptual. En el caso de los objetos del 
formalismo que encarnan las nociones y proposiciones finitas, las reglas de manipulación de estos 
objetos pueden ser proporcionados por otras reglas que, en conjunto con las primeras, regulan el 
uso de los objetos como características perceptuales y proposiciones perceptuales. En el caso de 
los objetos que no encarnan conceptos o proposiciones finitos esto no puede hacerse. 

El refinamiento que intenta Hilbert para el enfoque kantiano de las Ideas, en particular la de 
infinito real, consiste en proporcionar a las nociones de formalización completa y de consistencia 
formal una demostración. Debido a la imposibilidad de demostrar la consistencia de una aritmética 
completamente formalizada, el refinamiento debe juzgarse como fracaso. El enfoque de Hilbert 
sobre la noción de infinito real es en efecto superior al empleo logicista de esta sin ninguna 
clarificación. Su intento de demostración de consistencia es, tal vez, superior al de Kant en el que 
está sumiso a procedimientos más definidos. Su fallo sugiere una modificación del programa 
original y es una fuente de unas matemáticas mucho más fructíferas. Pero el status lógico de la 
noción de infinito real, como oposición a la disponibilidad de algunos de y a la vacilación de otros 
de acuerdo a sus honores completamente metafísicos, todavía sigue en la oscuridad —o es dejado 
en el crepúsculo en el que Kant se trasladó desde la oscuridad. 


4. La concepción formalista de la lógica 


Tradicionalmente, la tarea de la lógica ha sido concebida como la de proveer un criterio de 
exactitud a las inferencias haciendo explícitas la reglas que se conforman para sus correctas 
inferencias y para violar las incorrectas; o caracterizando de una forma general —por ejemplo, 
por medio de una estructura de enunciados— aquellass proposiciones que establecen que una 
proposición se sigue de otra; y sistematizando estas reglas y proposiciones de la forma más 
completa y eficiente posible. Siempre que los descubrimientos de los lógicos formales no se 
reclamen para la cuestión de si es posible confiar en una intuición intersubjetiva lógica general 
para las reglas fundamentales —-las llamadas “leyes del pensamiento”— y para los pasos 
inferenciales más simples en los que los argumentos complejos se pueden resolver. 

Fue principalmente (1) el intento por formalizar los principios subyacentes al razonamiento 
matemático, que incluían la noción de agregados infinitesimales y más tarde finitos, y (11) el más 
ambicioso intento logicista por deducir las matemáticas a partir de la lógica, que llevó a la 


expansión de la lógica por medio de principios cuya verdad no podría basarse más en intuiciones 
a simple vista lógicas, especialmente a medida que la expansión de la lógica llevaba por sus 
propios principios a contradicciones. El aparente fracaso por derivar las matemáticas a partir de 
la lógica llevó a los pensadores a depender —como había hecho Kant— de las intuiciones que 
estaban espaldas por el particular objeto a tratar de la construcción matemática. 

Para el formalista el problema no es la expansión de la lógica tanto como sea necesario con 
intención de deducir las matemáticas a partir de esta, sino la de extraer de la totalidad de la lógica 
solo tanto como se requiera para las razones del formalismo. El formalista no solo se preocupa 
por lo que Hilbert llamaba “consideraciones de la forma de experimentos mentales en los objetos, 
que pueden considerarse como concretamente dadas” | o lo que Curry llamaba, como ya hemos 
mencionado más de una vez, demostraciones ad oculos. Mientras que los logicistas tienen que 
expandir la lógica tradicional para sus propósitos, los formalistas en algunos respectos encogieron 
la lógica en la que se permitieron razonar. En efecto, Curry no considera sus demostraciones ad 
oculos como parte de la lógica. Considera las matemáticas en conjunto como autosuficientes. El 
término “experimento mental”, como fue usado por Hilbert, también parece referirse a lo que 
hacemos en las matemáticas cuando observamos el resultado de lo que estamos haciendo cuando 
manipulamos objetos según ciertas reglas, en lugar de trazar conclusiones meramente de 
enunciados a enunciados. 

Lo que en su perspectiva hace a una inferencia confiable no es un principio de la lógica —una 
verdad de la razón leibniziana que podría ser vierta en cualquier mundo posible— sino la 
posibilidad de comprobar si las premisas implican la conclusión o no, mostrando si al producir el 
estado de cosas descritos por las premisas uno está o no produciendo ipso facto el estado de cosas 
descrito por la conclusión. Bajo este punto de vista “1 + 1 =2” es necesariamente verdad porque 
al producir la yuxtaposición de (1) y (1) uno produce (11) . No se sugiere que aquellas 
inferencias que son capaces de comprobaciones constructivas no puedan también hallarse fiables 
en otros campos, tal vez unos que sean puramente lógicos. Pero el formalista, al menos según el 
programa original, confía solo en las pruebas constructivas. 

Desde el punto de vista de la filosofía de las matemáticas las relaciones entre la inferencia y 
la comprobación constructiva sobre su validez necesitan clarificaciones. Para empezar, es 
necesario percatarse de que la construcción mediante la cual las inferencias pueden comprobarse 
puede ser una construcción de hecho o una construcción “solo en principio”. Una comprobación 
constructiva que implica la construcción de un entero en el vecindario de la décima potencia de la 
décima potencia de la décima potencia de diez es solo en principio posible. Pero incluso si nada 
nos previene de construcción excepto que no tengamos forma de llevarla a cabo, entonces la 
inferencia no está respaldada por la construcción. La situación epistemológica le recuerda a un 
problema similar, la distinción entre los enunciados verificables de hecho y aquellos solo 
verificables en principio. En esta instancia la dificultad fue atacada por el desarrollo de una 
perspectiva epistemológica sobre la relación entre una ley general y su verificación en las 
percepción, que encaja en los casos de la verificación de hecho, y que fue verbalmente extendida 
a otros casos —la expresión “en principio”, que no fue clarificada, remarca en el mejor de los 
casos un problema epistemológico en lugar de su solución. 

Pero incluso aquí la construcción de hecho apoya una inferencia, la relación no es tan clara. 
Considérese de nuevo la proposición constructivamente respaldada “cuando se que una 
figura (1) y otra figura tal se yuxtapongan, se produce la figura (11) ”. Este enunciado se 
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Considera como evidentemente verdad. ¿Cuál es la naturaleza de esta presunta evidente 
ilogicidad?  Asumamos que alguien  objeta el enunciado y afirma que ha 
yuxtapuesto (1) y (1) ynoha producido (11) . 

La respuesta formalista debería ser que el objetor no ha hecho lo que debería; en otras palabras, 
que su yuxtaposición de trazos no fue llevada a cabo correctamente. Pero la exactitud de la 
operación no se encuentra entre sus características perceptuales; no puede, dada su relación entre 
la operación y la regla adoptada —una relación que se expresa más o menos completamente por 
el enunciado de que la operación se llevó a cabo conforme a la regla adoptada. Descubrir si una 
construcción es correcta, o ha sido realizada conforme a una regla adoptada, vá más allá de 
observar lo que ha sido —lo que ha sucedido— construido y dado en los principios y 
razonamientos lógicos, que, aunque respaldado por la construcción, no lo valida. 

Asumase que adoptamos la regla r, que dirige las construcciones (que son, de esta forma, 
correctas si se realizan bajo r e incorrectas si violan r), y que afirmamos que cierta construcción c 
que posee la característica C que conforma r porque posee C. Hacer esta afirmación, entre otras 
cosas, implica establecer o considerar que si cualquier construcción x posee C deberá 
necesariamente conformar r. Este enunciado es de necesidad lógica y puede escribirse 
sistemáticamente como: “La construcción x posee C” implica lógicamente “la construcción x 
conforma r”. Al ser hipotética y general, no es ciertamente perceptual; y al ser evidente, si lo es, 
no puede ser perceptual. No es un caso de “ver para creer” porque las conexiones hipotéticas y 
generales y, especialmente, las implicaciones lógicas no se perciben. 

Se podría objetar que ““La construcción x posee C” implica lógicamente “la construcción x 
conforma r””, aunque no sea perceptual, siempre es evidente; y que la distinción entre las 
construcciones simplificadas y las construcciones correctas, que introduce el enunciado de 
implicación lógica, es por lo tanto de poca importancia. Pero está lejos de ser cierto. Hay en efecto 
implicaciones lógicas triviales, por ejemplo: “La construcción x posee C” implica lógicamente “la 
construcción x conforma r que prescribe que x debe poseer C”. Pero hay otras que no son triviales, 
por ejemplo: “La construcción x posee C” implica lógicamente “la construcción x conforma r que 
prescribe que x debe poseer D” —Jonde la pregunta por si la posesión de C por una construcción 
x implica lógicamente la posesión de D vuelve válida la complicada deducción de “x tiene C” a 
“x tiene D”, que emplea ciertos principios admisibles de inferencia. (Las llamadas demostraciones 
constructivas son en conjunto, más, pero no menos, complejas que las no constructivas.) 

La situación, pues, es esta: A primera vista, el formalista no confía en los principios lógicos 
sino meramente en los enunciados perceptuales tales como “cierta construcción de objetos 
perceptuales con una característica perceptual C posee ipso facto la característica D”. Para esto se 
debe añadir la cualificación de que las construcciones tengan que ser correctas. La proposición, 
no obstante, de que una construcción es correcta, esto es, que conforme a cierta regla, deja de ser 
perceptual pero involucra una implicación lógica o una inferencia cuya validez depende de los 
principios lógicos. Dichos principios se deben adoptar antes de que se pueda determinar la 
exactitud de una construcción. 

Al deducir enunciados sobre construcciones a partir de otros enunciados parejos, uno emplea 
menos principios lógicos que en las matemáticas clásicas. Pero estos principios, aunque sugeridos 
por las construcciones —por ejemplo, de trazos o de trazos de expresiones—, no son juicios 
perceptuales. Solo si asumimos que el medio en el que creamos nuestras construcciones es de un 
tipo de especial de forma que puedan ser inmediatamente descritos por proposiciones generales y 
necesarias sin sugerir la pregunta de si una construcción en particular es correcta o incorrecta, 
podríamos dispensar con principios lógicos. Los intuicionistas están al tanto del hecho de que la 


percepción ordinaria no es el medio para tales construcciones y afirman por ende que los principios 
generales del razonamiento en las matemáticas están validados, no por construcciones en la 
percepción ordinaria, sino en una intuición sud generis [de su propio género o especie]. 

La lógica formalista en un lógica mínima —o mejor, la lógica mínima para el razonamiento 
metamatemático. No es un sistema de enunciados que describen los rasgos perceptuales de varias 
construcciones. Esta conclusión es independiente de la cuestión instada anteriormente sobre que 
los conceptos matemáticos, al ser exactos, difieren de las características perceptuales que son 
inexactas O que admiten casos fronterizos. 


VI 


LAS MATEMÁTICAS COMO LA ACTIVIDAD DE LAS 
CONSTRUCCIONES INTUITIVAS: EXPOSICION 


UNA de las convicciones fundamentales de la escuela intuicionista, cuya doctrina es el tema de 
este capítulo, es la de que las matemáticas —si se entienden y practican apropiadamente— son 
una actividad completamente autónoma y autosuficiente. Sus métodos e ideas no se consideran ni 
capaces ni en necesidad de la garantía que los logicistas y los formalistas pretenden proporcionar. 
Según los intuicionistas la impresión de que las matemáticas necesitan el apoyo de una lógica 
extendida o de una formalización lógica surge solamente porque las matemáticas no la han 
perseguido apropiadamente. 

El logicismo y el formalismo han tratado las antinomias de las matemáticas clásicas como un 
mal capaz de una cura que podría dejar a las matemáticas clásicas sustancialmente intactas. Los 
intuicionistas consideran que las antinomias son meramente un síntoma que las matemáticas 
tienen en muchas de sus ramas, como algo que no es cierto en sí mismo. El logicismo y el 
formalismo han intentado reconstruir el edificio o asegurar sus cimientos para que el trabajo de 
las matemáticas pueda proceder en los pisos superiores sin demasiada perturbación. Los 
intuicionistas intentan construir unas nuevas matemáticas a todos los niveles por medio de lo que 
consideran como los métodos verdaderamente matemáticos. 

Tanto los formalistas como los intuicionistas y en particular sus líderes modernos, Hilbert y 
Brouwer, reconocen, como hemos dicho, la influencia de la filosofía de las matemáticas de Kant 
y rechazan la tradición de Leibniz según la cual todas las proposiciones matemáticas son análiticas 
en el sentido de que su verdad puede demostrarse meramente con la aplicación de los principios 
de la lógica. Tanto Brouwer como Hilbert consideraban las teorías matemáticas como sintéticas, 
en el sentido del término que está basado en una clasificación mutuamente exclusiva y 
conjuntamente exhaustiva de las proposiciones en analíticas y sintéticas. 

Empero, la concepción de Brouwer del carácter sintético de las matemáticas es muy diferente 
a la de Hilbert, y cercana a la de Kant. Según Kant, como se recordará, los axiomas y teoremas de 
la aritmética y de la geometría son sintéticos a priori —esto es, son descriptivos de la intuición 
pura de espacio y tiempo y de las construcciones en estos. Brouwer aceptaba sin reservas la 
doctrina de Kant de las intuiciones puras del tiempo —tiempo aparte de cualquier concepto 
perceptual— y consideraba ésta como el sustrato de las matemáticas. Así como Kant consideraba 
tal intuición como independiente de la percepción sensible, incluida la percepción sensible en 
particular de la percepción de los símbolos y operaciones sobre esta, lo mismo con los trazos y las 
operaciones de trazos de Hilbert que, en conjunto con otras notaciones y operaciones, constituían 
el objeto a tratar de las metamatemáticas formalistas. 

El objeto a tratar de las metamatemáticas son los objetos y las construcciones perceptuales, 
de una estructura tan simple y transparente que pueden ser ciertas para los juicios sintéticos 
empíricos que son descriptivos de estos. El objeto a tratar de las matemáticas intuicionistas, por 
otro lado, son los objetos y construcciones no perceptuales que son introspectivamente evidentes. 
Brouwer parece apelar, no verdaderamente por la inspección de objetos externos, sino por la 
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“introspección aislada”.”- La distinción entre construcciones perceptuales e intuitivas es de cierta 


l Véase, por ejemplo, “Historical Background, Principles and Methods of Intuitionism” en South Africa Journal 
of Science, Oct.-Nov., 1952, p. 142, nota al pie de página. 


importancia filosófica dado que podemos afirmar con mayor plausibilidad que las últimas pueden 
se pueden aprehender como universales y necesarias sin la aplicación de la noción de exactitud y 
de este modo sin el empleo de principios lógicos. (Este punto se discutió al final del último 
capítulo.) 

A pesar de la diferencia entre la información inspeccionable de las metamatemáticas y la 
información introinspeccionable de las matemáticas intuicionistas, tienen mucho en común. La 
característica en común más importante es la de que una totalidad completamente infinita no puede 
ni inspeccionarse y introinspeccionarse. En otras palabras, ni las metamatemáticas ni las 
matemáticas intuicionistas pueden admitir enunciados sobre infinitos reales, solo sobre infinitos 
potenciales. 

Para un mayor entendimiento del intuicionismo merecería la pena preguntarse si se podría 
reducir a las metamatemáticas formalistas si uno ignorase la diferencia de los sustratos, reales o 
presuntos, entre las dos actividades. Como podría esperarse, ambos emplearían en conjunto los 
mismos métodos finitos —métodos tales como los descritos anteriormente, en nuestra exposición 
del formalismo. No obstante, el formalista no los usaría más allá del punto en el que, establecida 
la consistencia de un sistema formal, dado que no se puede encontrar, o esperar encontrar, refugio 
en el sistema formal, el incentivo para usar métodos finitos incluso a pesar de que la creciente 
complejidad y dificultad es cada vez mayor. Las matemáticas intuicionistas finitistas se han 
desarrollado de hecho más que las metamatemáticas finitistas. 

Contenida en el primer capítulo de Intuicionismo — Una introducción * de Heyting se 
encuentra una disputa en la que un interlocutor llamado “Int” dirige a otro llamado “Form” con 
las siguiente palabras: “... también usas razonamiento importante en lo que Hilbert llamaba 
metamatemáticas, pero tu propósito es el de separar estos razonamientos de las matemáticas 
puramente formales, y el de limitarse a tí mismo en los razonamientos más simples posibles. 
Nosotros, en cambio, estamos interesados, no en el aspecto formal de las matemáticas, sino 
exactamente en ese tipo de razonamiento que aparece en las metamatemáticas; intentamos 
desarrollarlo hasta sus últimas consecuencias. Esta preferencia surge de la convicción de que 
encontraremos una de las facultades más fundamentales de la mente humana.” 

Para una exposición más breve del intuicionismo, se explicará primeramente su concepción 
de las matemáticas puras y el programa basado en esta concepción; y luego se darán algunos 
ejemplos del método intuicionista en uso especialmente al tratar con la noción de infinito 
potencial. En cuanto al problema de las matemáticas aplicadas, los intuicionistas han mostrado 
incluso menos interés en ello que los logicistas o que los formalistas. 


1 


1. El programa 


Brouwer, en uno de sus más recientes artículos en inglés, ? describe la situación de la filosofía 
de las matemáticas formulada por los antiguos y los nuevos formalistas y preintuicionistas, como 
llama a los pensadores que en ciertos sentidos le anticiparon, en particular Poincaré, Borel y 
Lebesgue. 

Así como se le presenta a Brouwer, la situación es esta: las matemáticas, practicada por los 
preintuicionistas y los formalistas, consiste en dos partes separadas ——unas matemáticas 
autónomas y unas matemáticas dependientes de su integridad en el lenguaje y en la lógica. Para 
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las matemáticas autónomas, “la existencia exacta, la absoluta reliabilidad, y la no 
contradictoriedad son universalmente reconocidas, independientemente del lenguaje y sin ningúna 
demostración”. Adopta “la teoría elemental de los números naturales, el principio de inducción 
completa, y las partes más o menos considerables del álgebra y de la teoría de números”. Las 
matemáticas no autónomas adoptan la teoría del continuo de los números reales. Para esto, faltaba 
una demostración de existencia no contradictoria y, como se acordó más o menos generalmente, 
era necesaria. 

Las tesis fundamentales de la filosofía intuicionista de las matemáticas fueron claramente 
formuladas por Brouwer. Las describió como dos actos “por los que el intuicionismo “intervenía” 
en la situación creada por sus predecesores y por los formalistas. Los actos se podrían haber 
llamado “perspectivas” [insights] —un término usado frecuentemente por Brouwer. Será mejor 
que citemos aquí verbatim [textualmente] una tramo de este artículo.' 

“El primer acto de intuicionismo separa completamente las matemáticas del lenguaje 
matemático, en particular del fenómeno del lenguaje que describe la lógica teorética, y reconoce 
que las matemáticas intuicionistas son esencialmente una actividad sin lenguaje de la mente que 
tiene su origen en la percepción de un movimiento de tiempo, esto es, del despedazamiento de un 
momento de la vida en dos cosas distintas, una de las cuales da paso a la otra, pero que es retenido 
por la memoria. Si la “dos-idad” [two-ity] surgida de esta forma es desinvertida de toda cualidad, 
queda la forma vacía del sustrato común de todas las dos-idades. Es este sustrato común, esta 
forma vacía, la intuición básica de las matemáticas.” 

La doctrina de este y similares pasajes en los escritos de Brouwer es sustancialmente la de la 
Crítica de la Razón Pura —la principal diferencia es que según Brouwer la intuición de Kant del 
espacio y de las construcciones (euclidianas) es este no son parte de la intuición que subyace a las 
matemáticas (Véase el capítulo I). Las matemáticas según Kant y Brouwer presupone una 
intuición que es diferente por lado de las percepción sensible, que es su forma invariante, y de, 
por otro lado, la aprehensión de las conexiones lógicas entre los conceptos y los enunciados. Así 
como la experiencia de, digamos, escalar una montaña no se puede confundir con su descripción 
lingúística y de su comunicación a otros, también la experiencia de las intuiciones y 
construcciones matemáticas no debe confundirse con sus descripciones y comunicaciones 
lingúísticas (aunque tal formulación lingilística puede ser de gran ayuda para el escalador o el 
matemático y para aquellos que desean seguir sus ejemplos). 

En el mismo sentido en el que el escalar no es dependiente del lenguaje, la actividad 
matemática, con sus perspectivas y construcciones intuitivas, no tiene lenguaje. Según Brouwer 
los principios de la lógica clásica son reglas lingúísticas en las que se “siguen lingúísticamente” 
que puede que no necesiten ser “guiadas por la experiencia”. Esto quiere decir que las reglas de la 
lógica clásica son empleadas en la descripción y comunicación pero no en la propia actividad de 
construir; así como no son usadas, excepto como auxilios inesenciales, en la actividad de escalar 
montañas. Las matemáticas son esencialmente independientes, en este sentido, no sólo del 
lenguaje sino también de la lógica. 

Así pues, debemos, según Brouwer, distinguir afinadamente entre dos actividades diferentes: 
por un lado la construcción matemática: y por otro lado la actividad lingúística, esto es, todos los 
enunciados sobre los resultados de la construcción y todas las aplicaciones de los principios 
lógicos del razonamiento en dichos enunciados. En vista de la diferencia fundamental entre los 
dos parece tener sentido preguntarse si la representación logicolingiística será siempre adecuada 
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para la construcción; en particular, si la representación excede o no la construcción. El que un 
lenguaje en ocasiones exceda su objeto a tratar es un hecho conocido. Normalmente el peligro de 
esto se ha considerado en mayor medida en el caso del lenguaje filosófico y en menor medida en 
el caso de las matemáticas. Pero de acuerdo a Brouwer también hay bastante en matemáticas. De 
este modo, en el caso de todas las matemáticas que emplean la ley del medio excluido en el 
razonamiento sobre sistemas infinitos de objetos matemáticos, el lenguaje colapsa y malinterpreta 
la realidad matemática. 

Es de nuevo conveniente citar parte de la clara formulación de Brouwer, verbatim 
[textualmente]: “Supóngase que una construcción matemática intuicionista ha sido claramente 
descrita por medio de palabra, y después, que el carácter introspectivo de la construcción 
matemática se ha ignorado por un momento, su descripción lingilística es considerada por sí 
misma y presentada a una aplicación lingiística de un principio de la lógica clásica. ¿Será siempre 
entonces posible realizar una construcción matemática sin lenguaje encontrando su expresión en 
la figura lógicolingúística en cuestión?” 

“Tras una examinación rigurosa uno responde a la pregunta en afirmativo (si uno admite la 
inevitable insuficiencia del lenguaje como un modo de descripción) en la medida en que los 
principios de contradicción y del silogismo tienen relación; pero al responder negativamente 
(excepto en casos especiales) con respecto al principio del tercero excluido, así como el último 
principio, como instrumento para descubrir nuevas verdades matemáticas, debe rechazarse.” 

Deberíamos considerar ahora algunas construcciones matemáticas, cuya examinación llevó a 
Brouwer y a sus seguidores a rechazar la ley del tercero excluido y otros principios del 
razonamiento para conjuntos infinitos de objetos. El mismo rechazo se puede encontrar en la 
limitación original de las metamatemáticas concretas establecida por los formalistas, quienes sin 
embargo admitieron la aplicación formal de estos principios en teorías formalizadas de las 
matemáticas clásicas. Esta forma de salvaguardar las matemáticas clásicas no está abierta a los 
intuicionistas dado su conflicto con su concepción de las matemáticas como construcción sin 
lenguaje. 

La limitación de las matemáticas a métodos finitos de las metamatemáticas formalistas — 
estén estas aplicadas a objetos de la percepción ordinaria o de la intuición— sería un golpe 
devastador para la estructura de las matemáticas clásicas. Pero, y esta es la segunda perspectiva 
del intuicionismo, hay unas matemáticas de infinitos potenciales, que, mientras que evitan la 
noción perceptual e intuitivamente vacía de totalidades infinitas existentes, constituyen un 
cimiento firme, intuitivo, para un nuevo análisi y abre un campo de desarrollo que “en muchas 
partes excede por mucho las fronteras de las matemáticas clásicas...” 

Este campo para unas nuevas matemáticas autónomas del infinito potencial se abre por “el 
segundo acto del intuicionismo que reconoce la posibilidad de generar nuevas entidades 
matemáticas: primeramente, en la forma de secuencias de procedimiento infinitas p1, p2, ... CUYOS 
términos se eligen más o menos libremente a partir de las entidades matemáticas previamente 
adquiridas, de forma que la libertad de elección existe tal vez para el primer elemento pi que 
puede estar sujeto a una rectitud duradera en algún p, ulterior, y de nuevo una y otra vez a 
restricciones más afinadas o incluso a la abolición en un subsiguiente p, mientras que todas esas 
intervenciones restrictivas, al igual que la propia elección de p, no pueden en ningún estadio 
hacerse dependientes en futuras experiencias matemáticas de la creación de temas; en segundo 
lugar en la forma de especies matemáticas, esto es, propiedades suponibles de entidades 
matemáticas previamente adquiridas, que satisfacen la condición de que, si se presentan en cierta 
entidad matemática que ha sido defina por ser equivalente a ésta, siendo las relaciones de 


equivalencia simétricas, reflexivas y transitivas; las entidades matemáticas previamente 
adquiridas que contiene la propiedad se llaman elementos de la especie.” 

Como veremos con más detalle, las matemáticas intuicionistas difieren considerablemente de 
las clásicas, sean estas practicadas “ingenuamente”, y estén soportadas por una subestructura 
logicista, estén salvaguardadas por la formalización. Su programa se formula de forma lo 
suficientemente simple, incluso si su ejecución implica dificultad, o al menos procedimiento y 
conceptos muy poco familiares o si la naturaleza de la construcción intuicionista no es clara prima 
facie para el no intuicionista. Consiste en la creación de construcciones matemáticas en el medio 
de las intuiciones puras y en la comunicación a otros lo más claramente posible de forma que las 
puedan replicar. 

No toda construcción matemática es de igual interés e importancia. Pero no hay tantas dudas 
con respecto a si las construcciones son importantes, dado que los motivos por encontrar 
construcciones surgen, como en las matemáticas no intuicionistas, de la curiosidad de los 
matemáticos puros y de las necesidades de aquellos que emplean las matemáticas para otros 
propósitos. El programa del intuicionista es el de practicar las matemáticas intuicionistas, esto es, 
de crear o construir objetos matemáticos dado que solo los objetos construidos tienen existencia 
matemática. No se trata de mostrar la legitimidad de estas construcciones por medio de la lógica 
o de la formalización. Son legítimas por sí mismas, son autoválidas. 


2. Matemáticas intuicionistas 


Las matemáticas intuicionistas tratan la construcción de entidades en la intuición pura, no es 
la promesa de la construcción de la investigación de si es lógicamente posible. 

El matemático clásico, el logicista y el formalista admiten como enunciados legítimos al efecto 
de que “existe” un número con ciertas propiedades aunque no se conozca por el momento ningún 
método para construir este método. Para el intuicionista tales enunciados —teoremas de existencia 
puros— no están permitidos en las matemáticas. Consecuentemente, se sentiría bastante 
despreocupado si alguien encontrase extraño que un teorema matemático mostrase que la 
constructibilidad de hecho de algún número debería solo volverse cierta tras haber sido 
demostrado (por sus métodos). No hay ninguna extrañeza en ello para él ni tampoco debería 
haberla para nadie que entendiese la postura intuicionista, para la que “existencia matemática” 
quiere decir lo mismo que “constructibilidad real”. Lo que cuenta como constructibilidad real 
nunca se ha definido precisamente en términos generales, sino que —afirma el intuicionista— se 
ha hecho claro en la práctica. 

Al explicar algunas ideas elementales sobre las matemáticas intuicionistas —que es todo lo 
que se puede intentar aquí— deberé seguir de cerca la exposición de Heyting en su Intuicionismo 
— Una introducción. Heyting lleva a sus lectores mucho más lejos explicando el enfoque 
intuicionista de los temas especiales de las matemáticas avanzadas, tales como las teorías de 
campos algebraicos y la teoría de medición e integración. 

Las matemáticas intuicionistas comienzan, pues, con la noción de entidad abstracta y con la 
secuencia de tales entidades. Comienza, en otras palabras, con la secuencia de números 
naturales. No hay necesidad de formular un sistema deductivo de la aritmética elemental —tal 
formulación solo sería adecuada si formulara lo que es evidente sin ello. No confiere ni evidencia 
ni seguridad. Solo, como mucho, refleja lingilísticamente. Los axiomas intuicionistas de Peano 
(véase Apéndice A) meramente formula resultados evidentes del proceso de generación de 
números naturales. 


La diferencia entre las matemáticas clásicas (equivalentes en su “ingenuidad” y en su forma 
logicizada o formalizada) y las intuicionistas se muestra claramente cuando se definen los números 
reales. En las matemáticas clásicas la noción de número real se puede definir en términos de la 
llamada secuencia de Cauchy de números racionales. Una secuencia clásica de Cauchy se define 
como sigue: a, a2, 43, ... 0, abreviadamente, fan) o a, donde cada término es un número racional, 
es una secuencia de Cauchy si para cada número natural k (y por ende para cada fracción, empero 
pequeña, 1/k) existe un número natural n = n(k) tal que, para cada número 
natural p, [an + p— an] < UK. 

Básicamente, esto quiere decir que si consideramos cualquier fracción 1/k siempre existirá un 
término, digamos el enésimo, tal que al sustraerlo de cualquiera de sus sucesores, el valor absoluto 
de la diferencia es menor que 1/k. (El valor absoluto de un número positivo es este mismo número, 
el valor absoluto de un número negativo es el número que resulta de cambiar el signo de menos 
por el de más.) El valor absoluto de la diferencia de un par de números racionales de esta forma 
se vuelve menor a medida que elegimos los “últimos” miembros de la secuencia. 

La definición de la noción de una secuencia de Cauchy intuicionista se puede formular casi 
que con las mismas palabras. La única diferencia consiste en el reemplazo de la frase “existe” por 
la frase “se puede encontrar efectivamente” o “se puede construir efectivamente”. Vale la pena 
atender a la diferencia de significado entre estas dos frases dado que nos lleva al núcleo de las 
matemáticas intuicionistas. 

Heyting la saca a relucir por medio del siguiente ejemplo. Considérense las siguientes 
definiciones de secuencias clásicas de Cauchy. La primera secuencia (a,) es: 2/1, 2/2, 2/3, ... o 
(2/n). En estas series cada componente se puede construir efectivamente, por ejemplo, el miembro 
milésimo que es 2/1000. Considérese ahora una segunda secuencia ([b,) definida como sigue: si 
el enésimo dígito tras el punto decimal en la expansión decimal de rm = 3-1415... es el 9 de la 
primera secuencia 0123456789 dada en r en esta expansión, b,= 1; en cualquier otro caso  b, = 
2/n = an. 

Dado que esta secuencia [b,) difiere de [a] por lo menos en un término, es una secuencia de 
Cauchy en el sentido clásico. Pero dado que no conocemos ninguna construcción que muestre si 
el término crítico se da o no en [b,) —si una secuencia 0123456789 se da en r— no tenemos 
derecho a afirmar que [b,]) es una secuencia de Cauchy en el sentido intuicionista. Una secuencia 
de Cauchy intuicionista, que al igual que [a,j debe ser construible, también es llamada “generador 
de números (reales)”. Es claro que el intuicionista no puede permitir la idea de todos los 
generadores de números en sus matemáticas —1ncluso aunque se pudiera mostrar que lleva a 
ninguna inconsistencia en un sistema formal dado. 

La identificación de la existencia con la constructibilidad de los generadores de números debe 
llevar a una modificación minuciosa de la noción clásica de equivalencia y diferencia de dos 
números reales. Heyting define dos relaciones de equivalencia entre generados de números reales, 
es decir de “identidad” y (la más importante) de “coincidencia”. Dos generadores de números (an) 
y ([b,) son idénticos —simbólicamente a = b— si para cada n, an = bp. Coinciden — 
simbólicamente a = b— si para cada k hay un entero n = n(k) tal que la, + p+ bn + p| < 1/k para cada 


Pp. 


El que no encontremos el requerido n = n(k) para cada k, no nos da derecho a decir que a y b 
no coinciden: una negación intuicionista, así como una afirmación intuicionista, debe basarse en 
una construcción —no sobre la ausencia de una construcción. Solo si a = b es contradictorio, esto 
es, “solo si podemos efectuar la construcción que deduce una contradicción a partir de la 
suposición de que a = b”, estaremos en derecho de afirmar que a y b no coinciden, esto es, a £ b. 


Podría pensarse que demostrar que a % b es contradictorio (imposible) es ipso facto una 
demostración de a = b. Como una cuestión de hecho es que un teorema de las matemáticas 
intuicionistas de que la contradictoriedad (imposibilidad) de a 4 b sea a= b.'- Pero —y este es un 
rasgo muy importante— “una demostración de la imposibilidad de la imposibilidad de una 
propiedad no es en todos los casos una demostración de la propia propiedad”. En otras palabras, 
si escribimos “5” para “es contradictorio” o para “es imposible” —en el sentido en el que la noción 
debe estar respaldada por una demostración constructiva —y “p” para cualquier afirmación 
matemática (¡que no es la afirmación de una imposibilidad!), entonces == p no implica en general 
como en la lógica clásica p. El siguiente ejemplo, que muestra que este principio no es válido para 
la lógica intuicionista, ha sido proporcionado por Brouwer y también fue hallado en el reciente 
libro de Heyting. 

“He escrito la expansión decimal de T y bajo este la fracción decimal 

p = 0:333..., que he separado en cuanto ha aparecido como secuencia de dígitos 0123456789 en 
Tt. Si el 9 de la primera secuencia 0123456789 en rt es el k-ésimo dígito en tras el punto decimal, 
p=10*-— ' - 10%. Ahora supóngase que p puede no ser racional; entonces p = 10'— '4 - 10* sería 
imposible y ninguna secuencia podría aparecer en Tr; pero entonces también p = Y, que es 
imposible. La asunción de que p no puede ser racional nos lleva a contradicción; de todas formas 
no tenemos derecho a afirmar que p sea racional, esto significa que podemos calcular los enteros 
p y q de modo que p = p/g; esto requeriría evidentemente que pudiéramos indicar una secuencia 
0123456789 en í o demostrar que ninguna secuencia como esa puede aparecer.” 

Si dos generadores de números no coinciden (esto es, si a 4 b) se podría mantener una relación 
de inequivalencia todavía más fuerte entre ellos. Esta sería la relación de aparte. Que “a se 
encuentra aparte de b” —simbólicamente a + b— significa que “n y k se pueden hallar de forma 
que lan +» + bn + p| 1/k para todo p”. Es evidente que mientras que a + b implica en general 
que a £ b, lo contrario no es cierto. Para las matemáticas clásicas unas matemáticas que distinguen 
entre la no coincidencia y lo que está aparte en esta situación debería parecer muy probablemente 
innecesariamente complicado y prolijo. Pero esta prolijidad puede deberse meramente a que es 
poco familiar. Así como, en filosofía, los escritores aparentemente lúcidos son a veces pensadores 
confusos, también los matemáticos clásicos pueden, a pesar de toda su aparente lucidez, ser 
fundamentalmente poco claros. En efecto, no se han descubierto hasta el momento ninguna 
antonimia en las matemáticas intuicionistas. 

Las operaciones fundamentales con los generadores de números reales se pueden explicar de 
una forma perfectamente perfecta. Pero se debe ser consciente de que un generador de números 
reales no es un número real. En las matemáticas clásicas uno podría, habiendo definido cierto 
generador de números, proceder a definir un número real correspondiente como “el conjunto de 
todos los generadores de números que coinciden con el generador de números dado”. Pero la frase 
“el conjunto de todos...” no se refiere aquí a una entidad constructible y tiene que dar un nuevo 
contenido intuicionista. En efecto, a la clásica noción de conjunto le corresponden dos nociones 
intuicionistas, la de propagación y la de especies —una propagación se define como un modo 
común de generar sus elementos (constructibles), y una especia vendría a ser definida como una 
propiedad característica que puede ser asignada a entidades matemáticas, que han sido o podrían 
ser construidas después de definir las especies. 

Al definir la propagación, los primeros pasos consisten en concebir la misma noción general 
de secuencia de procedimiento infinito, esto es, una secuencia que puede continuar ad infinitum 


| Para la demostración véase Heyting, op, cit., p. 17. 


[hasta el infinito, indefinidamente] sin importar cómo se determinan los componentes de la 
secuencia, ya sea por ley, libre elección o lo que sea. Entre tales secuencias, la secuencia o 
generador de números de Cauchy anteriormente definida es un caso especial. La intuición de estos, 
y la perspectiva que revela su utilidad matemática —como ya hemos visto (sección I)— pretende 
ser uno de los “actos” básicos del intuicionismo. 

Para el intuicionista, el continuo de los números reales no es la completa totalidad de puntos 
adimensionales en una línea, sino que en su lugar la “posibilidad de una determinación gradual de 
puntos” —puntos descriptibles en términos de la noción de secuencia de procedimiento infinito y 
de propagación. Una propagación M se define por medio de dos leyes que Heyting |, cuyas 
definiciones estoy casi que repitiendo, llama “ley de propagación Am, y “ley complementaria I'm”. 

Una ley de propagación es una regla 4 que dividen secuencias finitas de números naturales 
en secuencia admisibles e inadmisibles en función de las siguientes cuatro prescripciones, a saber 

(1) Por la regla 4 se puede decidir para cada número natural k, si es una secuencia de un solo 
miembro admisible o no. 
(Un secuencia de un solo miembro consiste en un número natural, y una secuencia de n 


miembros consiste en n números naturales. La secuencia a, a2, a3 es llamada descendente 
inmediato de una secuencia aj, a2, y a1, a2 es un ascendente inmediato de a;, a2, az. Y la misma 
terminología se usa en los casos generales de a, a2, ..., An, An+1 y de 41, 42, ..., An.) 

(11) Cada secuencia admisible a, 42, ..., An, An + 1 es un descendiente inmediato de una 
secuencia admisible a;, az, ..., An. 

(111) Si se da una secuencia admisible a, ..., an, la regla 4 nos permite decidir para cada 
número natural k en a;, ..., an, k es una secuencia admisible o no. 

(1v) Para cualquier secuencia admisible a;, ..., anal menos un número natural k puede hallarse 
en a1, ..., An, de modo que k es una secuencia admisible. 


La ley complementaria I'n de una propagación M asigna una entidad matemática definida a 
cualquier secuencia finita que es admisible según la ley de propagación de M. 

Considérese ahora un secuencia de procedimiento infinito, sujeta a la restricción de que, para 
cada n, a1, 42, ..., An debe ser admisible de acuerdo a la ley de propagación 41m. Tal secuencia de 
procedimiento infinito —abreviadamente spi— ya no será más una spi libre; sino que será una spi 
admisible (admisible por 4m). La ley complementaria asigna a cada secuencia admisible a;; as, 
a2; a1, a2, a3; ... una entidad matemática —asigna, digamos, b¡ a ar; b2aa1, a2; ...; bna ar, a2, ..., 
An. Cada una de estas secuencias de procedimiento infinito de entidades asignadas tales como bx, 
b2, b3, ..., bn son llamadas elemento de la propagación M —con b, como su enésimo componente. 
Dos elementos de propagación son equivalentes si sus enésimo componentes también lo son; y 
dos propagaciones son equivalentes si para cada elemento de uno de ellos, se pueden encontrar 
elementos equivalentes en el otro. 

Si entendemos la noción de propagación podemos entender la noción intuicionista del 
continuo como posibilidad de ciertas construcciones. Consideremos —siguiendo de cerca la 
exposición de Heyting como antes— una enumeración de números racionales: ri, r2, ... (esto es, 
asignamos a cada número natural 1, 2, 3, ... —tras su construcción— un número racional, de 
forma que garantice que ningún número racional se quede solo). 

Definamos ahora la propagación M, que representa el continuo intuicionista, como sigue: su 
ley de propagación Am determina que cada número natural deber formar una secuencia admisible 


LOp. cit., pp. 34 ff. 


de un solo miembro; y si a1, ..., anes un secuencia admisible, entonces a, a2, ..., An, An+1€s Una 
secuencia admisible si y solo si |Yan — Fan +1] < 1/2” (Fan, Fan +1S0n los números racionales que, en 
nuestra enumeración de número racionales, tienen los subíndices a, y an + 1 respectivamente). La 
ley complementaria 'v asigna a cada secuencia admisible el número racional Yan. 

T'n por lo tanto genera secuencias de procedimiento infinito de números racionales. Cada spi 
es un elemento de M y un generador de números reales. Así es, para cada generador de números 
reales c, se puede hallar un elemento m de M tal que c = m. Vale la pena enfatizar de nuevo en que 
en ninguna parte de toda esta cadena de definiciones hemos asumido un infinito de hecho dado o 
hemos abandonado el principio de que solo las entidades constructibles existen. 

Así como la noción de propagación no nos permite asumir una totalidad completamente finita 
de entidades matemáticas —siendo, por decirlo así, un conjunto siempre en construcción pero 
nunca terminado—, la noción de especie (una propiedad matemática) no nos permite asumir la 
existencia de conjuntos de hecho infinitos. Obviamente la exclusión de “totalidad infinita” de las 
matemáticas implica la prohibición de las propiedades de las totalidad infinitas. 

Una especie es una propiedad que puede suponerse que pueden poseer las entidades 
matemáticas. Tras definir una especie S, cualquier entidad matemática que haya sido o que pueda 
ser definida después de que S haya sido definida, y satisfecha la condición S, es un miembro de la 
especie S.! Por ejemplo, la propiedad de coincidencia con un generador de números es la especie 
de los “números reales”. 

Es importante enfatizar al igual que lo hace Heyting que la antinomia del círculo vicioso (del 
conjunto de todos los conjuntos de no se contiene a sí mismo como un elemento) no puede surgir 
en las matemáticas intuicionistas. Para los intuicionistas por lo tanto, definir la “especie” significa 
que solo las entidades que son definibles independientemente de la definición de ninguna especie 
dada, pueden ser un miembro de esa especie. 

La identificación de la existencia intuicionista con la constructibilidad de hecho también 
cuenta para las diferencias fundamentales entre la teoría clásica de conjuntos o clases por un lado 
y la teoría intuicionista de las especies por otro. Así pues, mientras que “a E S” quiere decir que 
a es un elemento de $ —si a es definible independientemente de S— “a E S” quiere decir que es 
imposible para a ser un miembro de S, en otras palabras, que la asunción de que a E S lleva a una 
contradicción. De nuevo, si Tes una subespecie de S (cada miembro de T sería un miembro de S) 
S — T no es un especie de aquellos miembro de S que no son miembros de T sino de aquellos 
miembro de S que no puede posiblemente ser miembros de T. En la teoría clásica de conjuntos 
“TU (S — T)” significa la clase de todas las entidades que son miembros de To de S- T o de 
ambos y esta clase es equivalente a S. En vista de la definición más sólida y constructible de S — 
T, la especie TU (S — T) puede que no sea necesariamente equivalente a S. (En la primer caso T 
es llamada especie separable de S.) 

Es claro que la teoría intuicionista de los números cardinales diferirá considerablemente de la 
teoría clásica. Por ende el requerimiento de constructibilidad y de la concepción intuicionista de 
la negación, requerida en conjunto para ser respaldada por la construcción de hecho de una 
contradicción, lleva a la negación de que las especies que no son finitas son por lo tanto infinitas. 
(Una “especie infinita” es aquella que tiene infinitas subespecies numerables, queriendo decir con 
“numerable” que se puede construir una correspondencia bidireccional con las especies de los 
números naturales.) 


! Heyting, op. cit., p. 37. 


3. Lógica intuicionista 


La lógica intuicionista es un grabado post factum [después del hecho] de los principios del 
razonamiento que han sido empleado en las construcciones matemáticas. Mientras que el logicista 
formula estos principios con objeto de cumplir con estos, el intuicionista admite que las futuras 
construcciones matemáticas —una noción que para él no es problemática— podrían encarnar 
principios hasta ahora sin formular e imprevistos. Mientras que el logicista justifica sus 
matemáticas por su parecido con la lógica, el intuicionista justifica su lógica por su parecido con 
las construcciones matemáticas. 

Al intuicionista no le concierne la lógica en general sino solo la lógica de las matemáticas, 
esto es, la “lógica matemática” entendida no como lógica matemática general, sino como 
formulación de los principios empleados en la actividad de las construcciones matemáticas. 
Aunque los intuicionistas hayan producido sistemas formales, que pueden crear y que han creado 
objetos para la investigación metamatemática, dichos sistemas son considerados por ellos como 
subproductos lingúísticos de la actividad “esencialmente sin lenguaje” de las matemáticas; y 
como, principalmente, de valor pedagógico. 

Desde un punto de vista puramente formal —+es decir, aparte de cualquier interpretación 
intencionada de los símbolos, de las fórmulas y de las reglas de transformación— la lógica 
intuicionista parecer ser un subsistema de la lógica clásica. Esto es particularmente obvio en el 
caso de ciertos sistemas formales que han sido construidos con el propósito inter alia [entre otros] 
de separar los principios y reglas de inferencia intuicionistas de la clase más amplia de principios 
y reglas que han sido adoptados por los lógicos clásicos y no intuicionistas.' 

Cada proposición intuicionista p, sea o no la negación (intuicionista) ocurrida en esta, es el 
grabado de una construcción. Como estableció en efecto Heyting, dice: “He efectuado una 
construcción A en mi mente.” Una negación intuicionista p también es un grabado de una 
construcción, y por tanto realmente una afirmación. Dice: “He efectuado en mi mente una 
construcción B que deduce una contradicción a partir de la suposición de que la construcción A 
fue traída con un fin.” La proposición “He efectuado una construcción...” no es de interés ni para 
los intuicionistas ni para los matemáticos clásicos. Pero, mientras que los matemáticos clásicos 
admiten “que existe una construcción matemática...”, incluso aunque nadie hasta el momento 
haya sido capaz de ejecutarla, tal proposición podría ser desde el punto de vista intuicionista solo 
una promesa vacía —tal vez una incitación a buscar, pero no una pieza de las matemáticas. 

Al considerar el significado intuicionista de p y de = p podemos ver al mismo tiempo que si, 
con los intuicionistas, consideramos las matemáticas como la ciencia de las construcciones 
intuicionistas entonces, tomando “=” en su requerido significado, la proposición (p o = p) no es 
un principio universalmente válido de la lógica de las matemáticas. Por medio del significado de 
varios símbolos intuicionistas y por medio de los ejemplos de previas secciones hemos visto que 
si adoptamos la concepción y el programa de las matemáticas intuicionistas, no hay nada en 
absoluto extraño en la lógica intuicionista. En lo que sigue consideraremos sucintamente el 
vocabulario de y algunos teoremas de la lógica intuicionista sin pretender una rígida 
sistematización tal como sería, en cualquier caso, ajeno a su espíritu. 

Puede afirmarse p A q (p y 9) si, y solo si, ambos puede afirmarse; p V q (p O q) si, y solo si, 
p 0 q0 ambos pueden afirmarse. El significado de “= p” ya se ha explicado. No valdría nada 


l Véase por ejemplo el sistema formal Metamatemáticas, de Kleene, $$ 19-23. donde los principios, reglas de 
inferencia y demostraciones intuicionistamente válidos son claramente distinguidos de aquellos que solo son 
clásicamente válidos. 


que incluso la negación más sólida de la lógica intuicionista haya sido rechazada por algunos 
intuicionistas demasiado débiles —siendo la razón de ello la demostración de la imposibilidad de 
una construcción que no se parece a lo sumo a una construcción tal que de acuerdo a un programa 
más rádical, esté aislada matemáticamente. El intuicionismo radical requiere de unas matemáticas 
y una lógica completamente libre de negaciones. Parecen estar de acuerdo con el Fausto de Goethe 
en que “una contradicción perfecta permanence tan misteriosa tanto al hombre sabio como al 
necio”.! 

La implicación intuicionista p —> q no es una función de verdad. Heyting interpreta esto de 
este modo: puede afirmarse p — q si, y solo si, poseemos una construcción W que unida a 
cualquier construcción que demuestre p (suponiendo que el último se efectúe) efectúe 
automáticamente una construcción que demuestre q. O, como estableció más concisamente, una 
demostración de p, en conjunto con W, formaría una demostración de q. Ahora podemos sacar 
algunos teoremas y no teoremas intuicionistas para colocar el usual signo de aserción + frente al 
primero y * frente al último La reflexión y el significado de los símbolos debería en última 
instancia justificar la distinción. 


(Y Fp>==1p 
> app 
ii) F(p=g=>Ep= q) 
* (q 89) > (>) 
(111) F ap =p 
F App 


(En otras palabras, la aserción de la imposibilidad de p es equivalente a la aserción de la 
imposibilidad de la imposibilidad de la imposibilidad de p. También se pueden contraer tres 
negaciones intuicionistas en una sola.) 


(iv) * pvp 
FE =A(pVAp) 

(Y) F(pVp)>3pA=p 
* (PAp)=>] pvp 


En el sistema formal de Heyting q — (p — q) es un axioma y da razones ? por las que lo 
considera intuitivamente claro. Podemos observar en este punto que al menos un lógico 
intuicionista O casi intuicionista niega la claridad intuitiva de estas proposiciones. Tales 
desacuerdos sobre la naturaleza de la intuición matemática es filosóficamente importante y nos 
ocupará en el siguiente capítulo. 

Al desarrollar la teoría usual de la cuantificación, como hemos visto, una consideración 
heurística útil es la de considerar el cuantificador universal como un tipo de conjunción —y el 
cuantificador existencial como un tipo de signo de alteración. Si los miembros de la conjunción o 
de la alternancia son finitos en número los cuantificadores son meros dispositivos abreviativos 


l Para los detalles de este punto de vista y referencias véase Heyting, op. cit. 
2 Op. cit. p. 102. 


para la formulación de proposiciones funcionales de verdad. Si la transición a las conjunciones 
infinitas y las alternancias se llevan a cabo, la analogía entre las proposiciones cuantificadas 
universales o existenciales por un lado y las conjunciones y las alternancias por el otro, aunque de 
ayuda en algunos casos, puede ser muy engañosa. Una “conjunción infinita” o una “alternancia 
infinita” son incluso en la teoría usual diferentes de una conjunción finita o de una alternancia 
finita. 

Al desarrollar la teoría intuicionista de la cuantificación, la derivación heurística de los 
principios de la cuantificación a partir del cálculo proposicional debe usarse con incluso más 
cuidado. Se debe comprobar constantemente en contra del principio de que la existencia 
matemática es desde el punto de vista intuicionista construible de hecho; y en contra de las 
nociones particulares de las secuencias de procedimiento infinito y de las propagaciones, en las 
que las dos nociones encarnan la concepción intuicionista de infinito real. Podemos establecer de 
nuevo el significado de algunos términos intuicionistas clave y de algunos teoremas y no teoremas. 

Si P(x) es un predicado de una variable que recorre cierta especie matemática entonces 

“(x) P(x)” quiere decir que poseemos un método general de construcción que, si ningún 
elemento a de se eligen, produce la construcción P(a), y 

“(3x) P(x)” quiere decir que para algunos elementos particulares a de P(a) se ha construido 
efectivamente. Mediante estas definiciones las siguientes fórmulas serán mostradas como 
teoremas o no teoremas respectivamente. 


(vi) FF 6)PG) => (Gx) PG) 

a Ea PG)— (0) Po) 

(vi) * EXPO) >-()>P(x) 

7 (x) 2 P(x) — (3x) P(x) 

(vi) + ED-PG)>-=(x) P(x) 

a (0) PO) = (Ex) a P(x) 
(0) 2 PQ) > 2 Qu) = P(í) 
7 (3x) = P(x) — (a) == P(x) 


+ 


(1x) 
(x) 


+ 


Estas secciones de la lógica intuicionista de las matemáticas intuicionistas son por supuesto 
esquemáticas e incompletas. Como mucho pueden comunicar el espíritu de las matemáticas 
intuicionistas. A aquellos interesados en acercarse más a su sustancia se les recomienda el 
magistral trabajo de Heyting y en relación a este su (extensa) biografía. Sobre la relación entre el 
formalismo y el intuicionismo desde el punto de vista de la lógica y de las matemáticas, los 
lectores encontrarán la mayor parte de los resultados disponibles en las Metamatemáticas de 
Kleene. 


VII 


LAS MATEMÁTICAS COMO LA ACTIVIDAD DE LAS CONSTRUCCIONES 
INTUITIVAS: CRÍTICA 


DE acuerdo al plan de este ensayo deberemos examinar ahora la filosofía intuicionista de las 
matemáticas puras y aplicadas, y su distintiva teoría del infinito matemático. Para el problema de 
la naturaleza de las matemáticas aplicadas los intuicionistas modernos han, no obstante, otorgado 
incluso menos atención que los logicistas o los formalistas. En efecto, su filosofía de las 
matemáticas aplicadas es a algo sobre lo que hemos conjeturado —siendo la base de de esta 
conjetura principalmente, (1) ciertos comentarios de Brouwer y Weyl (los de Brouwer sobre la 
afinidad de su filosofía con la de Kant, y los de Weyl sobre la relación entre las matemáticas 
intuicionistas y las ciencias naturales) y (11) la razonable presunción de que las filosofía 
intuicionistas de las matemáticas aplicadas y su filosofía de las matemáticas puras son consistentes 
entre sí. Estas teorías que tratarán en el orden indicado. 

Una sección concluyente marcará algunas indicaciones de los nuevos desarrollos que saltan 
principalmente de un enfrentamiento fructífero entre los puntos de vista formalistas e 
intuicionistas. Esta sección, aunque de carácter expositivo, se colocará mejor al final de nuestra 
discusión sobre el formalismo y el intuicionismo como puntos de vista separados 


1. Teoremas matemáticos como informes sobre las construcciones intuitivas 


Hemos visto que el metamatemático formalista y el matemático intuicionista pretenden lo 
mismo, el que sus enunciados no sean enunciados de la lógica. Tratan sobre el tema en cuestión 
que es el primero producido (construído) y a continuación descrito. En consecuencia, no son 
“analíticos” sino “sintéticos”. Las construcciones de los formalistas se llevan a cabo, o pueden 
llevarse a cabo, en el mundo físico; las de los intuicionistas en la mente, un medio que es diferente 
a la percepción sensible y que está abierto solo a la introspección. Los enunciados formalistas son 
sintéticos y empíricos, los del intuicionista son sintéticos y no empíricos, esto es, a priori. 

Para los intuicionistas cada enunciado matemático verdadero es justificable por la 
construcción que es (1) una experiencia evidente y (11) no una percepción externa. Por ello, están 
profundamente comprometidos con las antiguas doctrinas filosóficas incluso aunque no deseen 
discutirlas. La teoría intuicionista de la verdad matemática como validación de las experiencia 
evidentes es una versión restringida de la teoría general de la verdad de Descartes, una teoría cuya 
forma más plausible y madura es tal vez la dada por Franz Brentano.! La teoría de las 
construcciones intuitivas —no perceptuales— retrocede hasta Kant. 

Si una experiencia evidente (o tipo de experiencia) valida cualquier enunciado perteneciente 
a una ciencia pública, debe de ser intersubjetiva. Debe de ser capaz de ser vívida por cualquier 
persona —al menos bajo ciertas condiciones adecuadas. Las experiencias privadas, tales como 
las reportadas por los místicos, no pueden validar una teoría científica —ni siquiera aunque fueran 
evidentes. Además, lo evidente de una experiencia debe de ser intrínseco a una experiencia o ser 
inseparable de esta. La persona que vive la experiencia debe eo ipso [por sí mismo], sin emplear 
ningún criterio, reconocer su evidencia. Esto implica —como ya vio Brentano y como ya vio 


l Véase, por ejemplo, Wahrheit und Evidenz, Leipzig, 1930. 


además Descartes— que lo que requiere tal cosa de un “criterio” de evidencia es tanto redundante 
como falaz. Si una experiencia es reconocida como evidente al ser vivida, no se necesita ningún 
criterio; y si una experiencia presuntamente evidente no se reconoce como tal al ser vivida, no es 
evidente. De este modo, “la claridad y la distinción” es un cognado de lo “evidente”; no es el 
nombre de un criterio de evidencia. En ningún caso los intuicionistas consideran las 
construcciones matemáticas como experiencia intersubjetivas ni su evidencia como intrínseca. 

De todas formas, aunque no haya criterio para la presencia de evidencia, sí que hay criterio 
para su ausencia. Si dos reportes sobre la misma experiencia intersubjetiva, siendo ambas 
lingúísticamente correctas, son incompatibles, entonces la experiencia no puede ser evidente, sea 
lo que signifique “evidente”. Dado que para un reporte lingúísticamente correcto de una 
experiencia evidente es, según la teoría, necesariamente cierta, y dado que dos reportes 
lingiísticamente correctos que son incompatibles entre sí no pueden ser ambos cortos, la 
experiencia reportada no puede ser evidente. 

En contra de la opinión de que es posible para dos reportes correctos de alguna experiencia 
ser incompatibles pueden surgir dos objeciones: primera, que dos personas nunca podrán vivir la 
misma experiencia, y segunda, que un reporte lingilísticamente correcto de una experiencia no 
puede ser posiblemente falso. Ambas objeciones son lo suficientemente razonables, pero ninguna 
de las dos puede surgir del punto de vista de la teoría de la evidencia, ni de la verdad en general 
ni de la verdad matemática en particular. 

Si dos personas no pueden vivir la misma experiencia, entonces la experiencia, al no ser 
intersubjetiva, no puede validar los enunciados intersubjetivos de ninguna ciencia. Por ejemplo, 
no puede haber una ciencia intersubjetiva de la psicología introspectiva, y no puede haber ninguna 
ciencia intersubjetiva de las matemáticas como reporte de construcciones intuitivas. 

De nuevo, si ningún reporte lingiísticamente correcto de una experiencia puede ser falso, los 
psicólogos introspectivos y los matemáticos intuicionistas no pueden cometer errores, salvo 
errores lingilísticos. Aun así ambos admiten la posibilidad de errores no lingúísticos. Debe de 
haber casos en los que los psicólogos introspectivos y los matemáticos intuicionistas han 
pretendido reconocer y enmendar errores propios —errores que no eran solo de descripción. Una 
ciencia en la que no se pueden cometer fallos y en la que todos los desacuerdos son lingiísticos 
puede no ser inconcebible. En cualquier caso parece ser altamente implausible. Tendremos 
ocasión enseguida de discutir algunos desacuerdos entre intuicionistas. Se verá que no son 
considerados por ellos mismos como lingúísticos en su naturaleza. 

El desacuerdo al reportar sobre una y la misma experiencia puede concernir a su contenido o 
meramente a su evidencia. Ambos tipos de desacuerdos son igualmente fatales para la pretensión 
realizada por la propia experiencia, el que sea evidente. Para ilustrar el primer tipo, dos psicólogos 
introspectivos o “fenomenologistas” tienen, tras vivir la experiencia de percibir cierto dato, que 
reportar diferentemente sobre este, esto es, atribuirle características que son incompatibles. La 
experiencia entonces no tendrá ni siquiera un contenido claramente demarcado. Al considerar el 
segundo tipo de desacuerdo: de las dos personas viviendo la misma experiencia, uno podría 
introinspeccionarlo como evidente, el otro no. Me tendré que dar por satisfecho con que solo 
aparezca este tipo de desacuerdo, esto es, desacuerdos sobre la presunta evidencia de ciertas 
experiencias. 

El edificio filosófico cartesiano consiste en reportar la presunta evidencia de las experiencias, 
o en enunciados derivados de estos por inferencias presuntamente evidentes. No puede haber 
dudas acerca de que lo que Descarte reportaba como experiencias evidentes son incompatibles 
con otros reportes de la “misma” experiencia. Uno solo puede vivir las experiencias que aparecen 


en algunos de sus argumentos teológicos y físicos y comparar los propios reportes de uno con los 
suyos, para ver que ni los suyos ni los propios son evidentes. Los argumentos para confrontar los 
reportes sobre las mismas experiencias le causa estragos al cartesianismo. 

¿Puede el argumento volverse en contra de aquellas experiencias evidentes que se suponen 
que validan los enunciados a priori sintéticos del intuicionismo? El que puedan, se vuelve claro 
cuando lo reflejamos sobre el tratamiento intuicionista de la negación. Heyting, como ya hemos 
tenido ocasión de citar, ha descrito la situación con su habitual lucidez. Hay una dificultad que 
Heyting, sin embargo, no considera —la seria dificultad que de este modo surge de la psicología 
intuicionista de las matemáticas. 

Considérese la proposición “Un cuadrado circular no puede existir”. Es una proposición que 
tanto Brouwer como Heyting ' admitieron como teorema. Debe, por lo tanto, ser lingiísticamente 
correcto reportarla como una experiencia intersubjetiva correcta. Brouwer la describe como una 
construcción que consiste primero en suponer que hemos construido un cuadrado que es al mismo 
tiempo circular, y entonces se deriva la contradicción de una suposición. Pero una supuesta 
construcción, y una que es además irrealizable, es bastante diferente a una construcción de hecho. 
Y a pesar de que Brouwer reporte lo evidente de la experiencia que comienza suponiendo que es 
una construcción irrealizable, no se trata de imaginar cómo sería el caso si otros reportes de la 
experiencia no fueran evidentes Y algunos intuicionistas incluso niegan que una suposición 
irrealizable tenga ““un sentido claro” para ellos. El que la construcción no sea evidente es por ende 
demostrado por el argumento del reporte contradictorio; y el reporte que no es el reporte de una 
construcción evidente no es, por definición, un teorema intuicionista de las matemáticas. 

Lo mismo se aplica a todos los reportes en los que se da la negación intuicionista. Como vimos 
anteriormente, = p graba —+en palabras de Heyting— la experiencia de “haber efectuado en mi 
mente una construcción B que deduce una contradicción de la suposición de que la construcción 
A fue creada con un fin”.? Dado que hay reportes contradictorios —de diferentes matemáticos 
intuicionistas— en este tipo de experiencia, ninguna experiencia expresable solo por medio de 
una negación intuicionista puede ser evidente, y ningún reporte de ésta puede ser un teorema, en 
el sentido intuicionista, esto es, en el sentido en el que un teorema es un reporte de una 
construcción evidente. Lo que se aplica a los reportes de la forma * p” se aplica asimismo a los 
reportes de la forma “=p”, dado que == p no implica p. 

El argumento de los reportes contradictorios sobre las experiencias presuntamente evidentes 
es usado por los propios intuicionistas en contra de la afirmación kantiana de que los teoremas de 
la geometría euclidiana son proposiciones a priori sintéticas, al ser reportes de construcciones 
evidentes en el medio intuitivo del espacio como tal —espacio vacío de todo contenido sensible. 
Brouwer rechazaba esto. Pero aceptaba la afirmación de Kant según la cual los teoremas de la 
aritmética elemental son reportes de construcciones evidentes en el tiempo. Lo que para él 
gobierna el carácter sintético a priori de la geometría euclidiana no es la posibilidad lógica de 
construiste geometrías no euclidianas, una posibilidad sobre la que el propio Kant era consciente; 
sino las construcciones evidentes disputables que, presuntamente, respaldan la geometría 
euclidiana y ninguna otra. El descubrimiento de geometrías no euclidianas puede ser una de las 
causas que llevó a la negación de esta evidencia de la que se habla. No es una implicación por sí 
misma. 


L Op. cit., p. 120. 
S Op. cit., p. 19. 


El rol del argumento de los reportes contradictorios sobre las construcciones presuntamente 
evidentes, al minar la seguridad de las matemáticas intuicionista, es similar al rol de las antinomias 
que minan la seguridad de la “ingenua” teoría de conjuntos y por ende la de las matemáticas 
clásicas. Al considerar las antinomias, el principal problema no es tanto el que ocurran, ya que 
nadie puede estar seguro de cuándo y dónde aparecerán de nuevo. De forma similar, el principal 
problema causado por el argumento de los reportes contradictorios no es el que hayan sido 
satisfactoriamente aplicados, por ejemplo, en el caso de las negaciones intuicionistas. El problema 
es que nunca está uno seguro de cuándo ni dónde, por así decirlo, fastidiará a continuación. La 
analogía gana peso adicional debido al hecho de que uno de los objetivos y pretensiones del 
intuicionismo es el de desterrar la inseguridad de las matemáticas. 

Podría objetarse que nuestro argumento en contra de la concepción intuicionista de las 
matemáticas ha sido “puramente filosófico”, que solo es una variación de argumento refrito en 
contra de la teoría del conocimiento de Descartes y de Brentano, que analiza la verdad en términos 
de experiencias evidentes. Esto es en efecto así. Pero un argumento no empeora porque tenga mala 
fama. 

Podría señalarse que puede realizarse un ligero cambio sobre la postura intuicionista 
haciéndola impermeable al argumento de los reportes contradictorios, un cambio que preservaría 
las matemáticas de los intuicionistas, mientras que sacrificaría su filosofía de las matemáticas. 
Todo lo que tenemos que hacer, se puede sugerir, es concentrarnos en los formalismos 
intuicionistas que se han construido y desarrollado hasta el momento, y cuya consistencia se ha 
demostrado. El plan consiste en concentrarnos en los reportes de su mutua consistencia, y olvidar 
que hay reportes de construcciones evidentes. Y todo esto para considerar a los intuicionistas 
como formalistas que están interesados en los formalismos de otro tipo diferente de los 
hilbertianos. Es un plan que podría y que ha sido seguido. Pero para un intuicionista esto implica 
convertirse al formalismo. El cambio que pretende hacer es fundamental. Es incompatible con su 
visión de las matemáticas como una actividad sin lenguaje de construcciones evidentes. 

Si uno restringe las construcciones matemáticas a aquellas que pueden ser grabadas sin el uso 
de la negación intuicionista y de la doble negación, las matemáticas intuicionista estarían en gran 
medida improvisadas, sin estar siquiera protegidas contra la posibilidad de reportes 
contradictorios. Tal protección no se podría alcanzar a menos que una clase segura de 
construcciones se pudiera delimitar; pero esto requeriría un criterio positivo de evidencia y no 
podría haber tal criterio. La evidencia [self-evident]* es precisamente la que ni está en necesidad 
de más evidencia [evident], ni es susceptible de esta. 

La lógica ex post facto [posterior al hecho] de las matemáticas que no presupone 
construcciones irrealizables es también llamada lógica “positiva”, una lógica sin negación —por 
ejemplo, el apropiado subsistema de los Principio Mathematica. Pero para definirla como 
admisible solo aquellas construcciones que conforman una lógica positiva no tendrían que estar 
abiertas al intuicionista. Para este, la lógica de la matemáticas está validada por las construcciones 
matemáticas evidentes. No las válida. Las matemáticas para el intuicionista no solo “no tienen 
lenguaje”, sino que además son una actividad “sin lógica”. 

Podría parecer posible discernir en el intuicionismo una construcción sólida que puede de 
hecho realizarse sobre objetos perceptuales. Los reportes en estos podrían, pues, ser teoremas de 
unas matemáticas estrictamente finitistas.! Pero aquí surge en contra una dificultad mayor, es 
decir la de las construcciones evidentes que toman lugar en la intuición y en la percepción sensible. 


*N. del traductor: donde en el texto original aparece self-evident, he puesto simplemente evidente, excepto en este 
caso marcado. 


Una intuición no sensorial, como la de experiencia evidente, es una noción filosófica difícil. 
Aunque las construcciones intuitivas son presuntamente evidentes, la existencia de intuiciones no 
sensoriales no está de ninguna manera libre de controversia. Esto puede verse al considerar la 
doctrina kantiana del carácter sintético a priori de la geometría euclidiana, que es disputado por 
los intuicionistas. (Véase el capítulo I, sección 4.) No estamos tan interesados en lo presente en el 
argumento de Kant —para aquellos juicios sintéticos a priori no discursivos que dan como se 
asume habitualmente, para sus cimientos en la intuición pura del espacio— como en las 
propiedades que la intuición pura en cuestión debe tener si no es que vacuo. 

El que las construcciones evidentes deban ser posibles en esta, se supone que es el rasgo más 
importante que tiene la intución. Hay, no obstante, dos rasgos más que la intuición debe de tener, 
si es que cumple su función como cimiento de “la posibilidad” de la geometría euclidiana, es decir 
la agudeza y la unicidad. Por agudeza quiero decir que los objetos de las construcciones 
geométricas deben de tener instancias de conceptos exactos, esto es, de conceptos que no tiene 
que ver con casos fronterizos. Los conceptos sobre objetos perceptuales son inexactos. Incluso si 
un objeto es una instancia clara de, por ejemplo, “eclipse visual”, este concepto, a diferencia de 
“elipse geometrica”, no pertenece a los casos fronterizos. Esta diferencia (entre los conceptos 
matemáticos exactos y los correspondiente empíricos inexactos) que el logicismo y el formalismo 
ignoran, al fusionar los conceptos exactos e inexactos, ya se han discutido en los capítulos críticos 
estas perspectivas. Ahora la intuición pura kantiana de espacio es la intuición de instancias de 
conceptos exactos, por ejemplo, “punto euclidiano”, “línea euclidiana” y el resto. Por así decirlo, 
pone a disposición a estos objetos geométricos. No están disponibles en la percepción sensible. 
(Véase el capítulo VII, donde el tema se trata sistemáticamente.) 

La agudeza de la intuición espacial —la provisión de objetos para los concepto exactos de la 
geometría euclidiana— no es suficiente para el propio propósito de Kant, que era el de mostrar 
que la geometría euclidiana es la única geometría cuyos axiomas y teoremas son sintéticos y a 
priori. Para este propósito la intuición espacial debe de ser restrictiva, tanto en la medida en que 
es un lugar de almacenamiento en el que se reconocen objetos, como en la medida en que es un 
lugar de manufactura en el que se construyen objetos. Debe de ser tan restrictivo que solo los 
objetos hallados o construidos deben ser euclidianos. Solo para estos se debe señalar la geometría 
euclidiana entre todas las posibles como la geometría real. 

Los intuicionistas modernos rechazan la pretensión kantiana de que hay una intuición espacial 
evidente, aguda y restrictiva que por sí sola puede hacer de la geometría euclidiana un corpus de 
enunciados únicos, sintéticos y a priori. (El propio Kant estaba más preocupado en mostrar el 
carácter sintético y a priori de los axiomas y teoremas matemáticas que su unicidad, que más tarde 
estuvo inclinado a dar por sentada.) Pero la intuición temporal, que asumía, es también evidente, 
aguda y única en el sentido de que solo los objetos que son instancias de conceptos exactos de las 
matemáticas intuicionistas son constructibles en la intuición temporal —los objetos de otros 
sistemas matemáticos serían meros postulados, cuya posibilidad lógica debe ser repartida incluso 
donde no se puede refutar. 

El enfoque intuicionista de los teoremas de las matemáticas como reportes de construcciones 
evidentes, sean cuales sean estas últimas, reside pues en última instancia en el punto de vista 
evidente de la verdad matemática. En vista de las serias incursiones que los argumentos sobre los 
reportes contradictorios han realizado en la teoría de Kant sobre la intuición pura del espacio y el 


l Para una discusión sobre la relación entre los intuicionistas y las variantes más o menos finitistas véase, por 
ejemplo, "Comentarios de Wittgenstein sobre los Fundamentos de las Matemáticas”, de H. Kreisel, especialmente 
la sección 6, British Journal for the Philosophy of Science, 1958, vol. IX, no. 34. 


tiempo y en la teoría moderna de las construcciones modernas —incluidas en particular las 
construcciones “supuestas pero irrealizables”— el intuicionismo moderno no se puede considerar 
una filosofía de las matemáticas puras satisfactoria. 

El intuicionismo está, no obstante, bastante libre de la fusión de los conceptos perceptuales y 
matemáticos que hallamos en la teoría formalista de las matemáticas puras, y en la teoría logicista 
(rudimentaria) de las matemáticas aplicadas. Tampoco se expone que las objeciones surgidas en 
contra de la pretensión logicista de que las matemáticas puedan ser reducidas a la lógica, una 
pretensión que puede hacerse bien solo definiendo primero la lógica como contenedora de aquellos 
conceptos, enunciados y reglas inferenciales que son requeridos para deducir las matemáticas, 
como las conocemos. 


2. El intuicionismo y el status lógico de las matemáticas aplicadas 


Según las teorías de Frege y de Russel, el tipo de percepción y la matemáticas están conectados 
en última instancia por su definición de número natural como clase de clases cuyos elementos son 
objetos inclasificados y de este modo en particular también son objetos perceptuales. Por otro 
lado, según Hilbert y sus seguidores hay una conexión inmediata entre las matemáticas y la 
percepción. Las matemáticas en su opinión es una cierta actividad regulada de manipulación de 
objetos perceptuales muy simples: las metamatemáticas son las teorías de tales manipulaciones. 
He argumentado que para cada una de estas teorías surge un problema, en especial sobre la 
naturaleza de las matemáticas aplicadas. Surge con especial urgencia del intuicionismo, debido a 
la aguda separación intuicionista entre la intuición y la percepción. 

La filosofía intuicionista de las matemáticas puras deja espacio a las dos amplias perspectivas 
de las matemáticas aplicadas: por un lado, la perspectiva de que las matemáticas aplicadas deben 
de ser absorbidas por las matemáticas puras, dado que los teoremas de ambas ciencias tiene que 
tomarse como reportes de construcciones intuitivas evidentes; por otro lado, la perspectiva de que 
las matemáticas aplicadas son unas “matemáticas impuras”, falsificables empíricamente, cuyos 
teoremas no son reportes de intuiciones evidentes o de construcciones en absoluto. Ambas 
perspectivas son de válida consideración. La primera retorna hasta Kant, y la trabaja por su 
considerable detalle en sus Principios Metafísicos de las Ciencias Naturales.! La última es 
expresada como breve sugerencia —casi que como una idea tardía— por Hermann Weyl en su 
Filosofía de las Matemáticas y de las Ciencias Naturales .? 

Un esquema de la filosofía de Kant de las matemáticas puras y aplicadas se puede hallar en la 
Crítica de la Razón Pura, dado en el capítulo introductorio. Es su último trabajo sobre física 
teórica, Kant parece (con objeto de alojar su disciplina entre las ciencias a priori) haber extendido 
la extensión de la intuición más allá del campo de lo que admite como intuitivo en la primera 
Crítica? Si la aritmética y la geometría consisten en reportes de construcciones evidentes en el 
tiempo y en el espacio, la física teórica debe consistir en reportes de movimiento igualmente 
evidentes en el espacio y el tiempo. Añadiendo la noción a la estructura del espacio y del tiempo, 
como algo sobre lo que también se pueden tener perspectivas evidentes, la transición de las 
matemáticas puras a las aplicadas es llevada a acb —y es una transición que según la cual Kant es 
desperdiciada dentro del campo del conocimiento a priori. (Se podría objetar que el movimiento 


, Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaft, Ak. ed., vol. 4. 
a Princeton, 1949, Apéndice A. 
3 Véase, por ejemplo, su nota 2 en la p. 482, op. cit. 


presupone materia y que la “materia” es un concepto empírico. No hay necesidad, empero, de 
entrar en la cuestión de la exégesis.) 

En cualquier caso, Kant distingue entre “ciencia natural pura”, tal como la física teórica, que 
es posible “solo por medio de las matemáticas” y el “arte sistemático o doctrina experimental”, 
tal como la química de su época, que “no contiene leyes que puedan hacer posible representar el 
movimiento de las partes químicas y sus consecuencias a priori e intuitivas en el espacio”.! Las 
matemáticas aplicadas, o lo que para él venía a ser lo mismo, la ciencia natural a priori, es la 
aplicación (o, como uno podría decir también, la extensión) de las matemáticas puras —geometría 
y aritmética— a la materia que es capaz de movimiento. Esta extensión lleva, argumentaba, a la 
física racional o a priori cuyas ramas son las foronomía, la dinámica, la mecánica y la 
fenomenología.? Es en el sentido de estos breves comentarios sobre la concepción de Kant de las 
matemáticas aplicadas como ciencia racional natural en el que debe entenderse; y es en este mismo 
sentido en el que se deberemos basarnos cada vez que se cita uno de sus enunciados tales como 
““una teoría de la naturaleza contendrá una ciencia apropiada solo por la extensión de lo que de las 
matemáticas es aplicable.* 

Es importante enfatizar que Kant no consideró, digamos, la dinámica racional como 
meramente una de las muchas teorías alternativas pensables, sino como una parte de una ciencia 
natural que es sintética y a priori —esto es, que es cierta en el mundo e independiente de la 
experiencia sensible. La experiencia sensible desde su punto de vista no es de ninguna forma el 
cimiento de nuestro conocimiento sobre dinámica racional sino meramente la ocasión de 
adquirirla. Así como el niño aprende que cierta respuesta a cierta suma es correcta en la ocasión 
de experimental con los discos de un ábaco, del mismo modo Galileo adquirió el conocimiento de 
la ley de los cuerpos en caída libre en la ocasión en que se dieron sus experimentos en Pisa. 

Tal punto de vista sobre las matemáticas aplicadas puede ser plausible al mismo tiempo 
cuando solo un sistema de la dinámica racional se encuentra en la existencia. El hecho de que solo 
haya uno explica hasta cierto punto el punto de vista de que puede haber solo uno. En efecto, la 
convicción de que la dinámica newtoniana es la única posible en la dinámica fue ampliamente 
sostenida por los físicos durante cien años —para ser precisos, durante ciento un años—tras la 
muerte de Kant. Desde entonces el mero reconocimiento de que la teoría de la relatividad especial 
puede ser verdad y la física newtoniana falsa hace imposible el considerar la segunda proposición 
como un reporte de las construcciones en las que las matemáticas puras se “aplican” a la materia, 
entendida como aquello que es capaz de movimiento. 

Volvámonos ahora hacia el enfoque sugerido por uno de los mejores matemáticos y físicos 
teóricos de nuestra era, Hermann Weyl. Aunque sea el autor de un sistema “semi intuicionista”, 
prefiere el sistema completamente intuicionista de Brouwer al suyo desde el punto de vista de su 
mejor justicia de lo que la matemáticas puras son o deben ser. (El que una teoría de las matemáticas 
puras debe ser intuicionista, se sigue de la postura filosófica general de Weyl que es bastante 
similar a la de Brouwer.) 

Las matemáticas intuicionistas, en opinión de Weyl son demasiado estrechas como para alojar 
la física teórica. Le perturbó el alto grado de arbitrariedad involucrado... incluso en el sistema de 
Hilbert. La alternativa le parece poder encontrarse en en el trabajo de los físico teóricos creativos. 


L Op. cit., p. 477. 
2 Op. cit., p. 471. 
3 Op. cit., p. 470. 


“Cuánto más convincente y cercano a los hechos están los argumentos heurísticos y las 
subsiguientes construcciones sistemáticas en la teoría general de la relatividad de Einstein, o en la 
mecánica cuántica de Heisenberg y Schródinger. Unas matemáticas verdaderamente realistas 
deberían concebirse, en alineación con la física, como una rama de la construcción teórica de un 
mundo real, y debería adoptar la misma actitud sobria y cauta hacia la extensión hipotética de sus 
fundamentos, como la exhibida por la física.” ! 

La idea de Weyl sobre las matemáticas aplicadas, en particular de la física teórica, se puede 
entender como una modificación de la concepción de Kant. Él abandona la pretensión de unicidad, 
una pretensión que piensa que todavía puede realizarse para las matemáticas intuicionistas. En 
opinión de Weyl la dinámica newtoniana no es, como pensaba Kant,, un reporte sobre, o una 
descripción de, el movimiento en el espacio y en el tiempo como una característica invariante de 
nuestra experiencia en el mundo, sino como una reconstrucción racional de este. 

Tal reconstrucción, sin embargo, no está para Weyl meramente ocasionada por la experiencia 
sensible, en particular por experimentos físicos y por la observación. Debe estar alineada con ella. 
Y siempre es provisional. Es dependiente de la física experimental, que implica la posibilidad, 
siempre presente, de la emergencia de nuevo material empírico. Esta es siempre responsable de 
exponer una reconstrucción racional que parece no estar en línea con la experiencia, tanto como 
estando en línea con ello. La física newtoniana ha parecido estar en línea con la experiencia; pero 
ha resultado estar “menos en línea” que la relatividad y la mecánica cuántica. 

¿Qué, debemos preguntarnos, significa decir que una construcción racional está en línea con 
la experiencia? Weyl no lo explica, y no parecería correcto requerir de demasiado detalle en la 
explicación cuando todo lo que se hace es soltar un obiter dictum [dicho sea de paso]. Empero la 
concordancia, por usar uno de los términos favoritos de Weyl, que se requiere para mantener entre 
una construcción racional y la experiencia reconstruida es diferente de lo que se requiere entre una 
generalización y la experiencia generalizada. Una ley de la naturaleza empírica —por ejemplo, 
una proposición general sobre los cuerpos físicos en caída libre— debe implicar lógicamente 
cualquier proposición particular que enuncie evidencia para una ley general. Una ley de la 
naturaleza racional o matemáticamente expresada no puede implicar lógicamente los hechos 
experimentales con los que concuerda. En efecto, la ley galileana de la caída libre es un enunciado 
sobre partículas materiales, no sobre cuerpos físicos, y la correspondiente ley einsteniana es sobre 
campos métricos. 

Las reconstrucciones racionales son formuladas en términos de conceptos exactos que no 
admiten casos fronterizos, mientras que las generalizaciones empíricas sobre el comportamiento 
de los cuerpos físicos, sea dentro de laboratorios o fuera de ellos, son formuladas en términos de 
conceptos inexactos. Los conceptos “intervalo de tiempo perceptual”, “intervalo de espacio 
perceptual” y otros conceptos caracterizados por objetos perceptuales son todos ellos inexactos; 
mientras que los conceptos “intervalo espacial newtoniano”, “intervalo de tiempo newtoniano”, 
“intervalo de espaciotiempo einsteniano” y todos los conceptos de la física teórica son exactos. 
Un análisis sobre la concordancia entre los enunciados exactos de la física teórica (o los 
enunciados que consisten en la aplicación de conceptos exactos) y los enunciados perceptuales 
inexactos requiere por lo tanto una comparación preliminar entre la lógica de los conceptos 
exactos y los conceptos inexactos. (Véase el capítulo VIII.) 

Wey]l, al oponerse a las matemáticas puras, que están separadas de la percepción sensible, unas 
matemáticas aplicadas realistas y falsificables, que sirven para describir la percepción sensible, 
muestran que estaba al tanto del abismo entre los conceptos empíricos y matemáticos. Pero al 
fracasar al indagar en la lógica de las características perceptuales (inexactas) y compararlas con la 


lógica de las características matemáticas (exactas), también abandonó el problema filosófico de 
las matemáticas aplicadas, al corpus en el que él contribuyó tanto, casi donde lo dejó. 

Se podría objetar que los físicos teóricos resuelven problemas de las matemáticas aplicadas 
ambulando [caminando, deambulando] —al construir sus teorías y al hacerlas más y más 
acertadas. Pero ningún reconocimiento sobre este hecho obvio, y ninguna mera apreciación sobre 
el trabajo de los físicos teóricos, será el deber para el entendimiento de la estructura de las 
matemáticas aplicadas. 


3. La concepción intuicionista de la infinitud matemática 


Al deliberar sobre la concepción de Hilbert sobre la infinitud distinguimos tres posturas 
filosóficas: el finitismo, el transfinitismo y el transfinitismo metodológico. El intuicionismo es un 
finitismo moderado que, mientras que repudia la noción de infinitos reales, permite “la realidad y 
la inteligibilidad” de la noción de secuencias potencialmente infinitas, esto es, crecientes e 
incompletas. Vimos que cada una de estas proposiciones podía considerarse como una tesis o 
como un programa; que al mantenerlas como tesis uno implica la falsedad de las posturas 
incompatibles con esta; y que al mantenerlas como programa uno implicaba que pudiera ser 
ejecutado o satisfecho sin implicar necesariamente la insatisfacibilidad de los programas 
incompatibles con este. 

Ahora bien, Brouwer consideraba el intuicionismo no como meramente un programa sino 
también como una tesis; y esto particularmente en el caso de la doctrina intuicionista del infinito 
potencial. No dejó dudas sobre, por una parte, que las secuencias de procedimiento infinito no 
eran para él meras construcciones que prefiriese a otras, o en las que estaba especialmente 
interesado. Por el contrario dejó bastante claro que las secuencias de procedimiento infinito son 
los únicos infinitos dados al pensar y al percibir seres, y que se presentan en la percepción pura o 
en la intuición. 

Por otro lado no dejó dudas sobre que para él el tranfinitismo metodológico de Hilbert no es 
solo incompatible con el intuicionismo, sino que es falso. Todavía más, consideraba que estaba 
basado en un círculo vicioso, una repudia eventual sobre la que es meramente cuestión de tiempo. 
Sostuvo que la falsedad de la postura de Hilbert se revela por su experiencia puramente reflectiva, 
una experiencia “que no contiene elementos disputables”.' 

La reflexión pura no muestra, como sostiene Brouwer, que “la justificación lógica (inhaltliche) 
de las matemáticas formalistas por medio de una demostración de su consistencia, contiene un 
circulus vitiosus [círculo vicioso]; ya que su misma justificación ya presupone la exactitud lógica 
(inhaltliche) del enunciado de que la exactitud de la proposición se sigue de su consistencia; esto 
es, presupone la exactitud lógica (inhaltliche) de la ley del tercero excluido” Este enunciado de 
Brouwer, si es verdadero, ataca al mismo corazón de la postura de Hilbert, tanto como tesis como 
como programa. Al menos el formalismo, en la medida en que difiere del intuicionismo, deja una 
acumulación de acciones de las fórmulas matemáticas (des mathematischen Formelbestandes). 

Con objeto de entender la crítica de Brouwer, debemos recordar que Hilbert distinguía entre 
conceptos, enunciados e inferencias lógicas (inhaltliche) por un lado, y “conceptos”, 
“enunciados” e “inferencias” formales —puramente simbólicos— por otro lado. La ley del tercero 
excluido, aplicado a los infinitos reales, es para él una ley formal sin contraparte lógica 


, Véase, "Intuitionistische Betrachtungen iiber den Formalismus”, Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., Berlin, 1927, 
pp. 48-52. También parcialmente reimpreso en Grundlagen der Mathematik, Friburgo, Munich, 1954, p. 333. 


(inhaltliche); así como el concepto de agregado transfinito es un concepto sólo formal. Lo mismo 
es cierto para los otros principios transfinitos —por ejemplo, el axioma de que cada conjunto 
infinito puede ordenarse correctamente ——que es formal, pero que no es además lógico. 

Es esencial para el programa de Hilbert el que la lógica o las metamatemáticas usadas para 
demostrar la consistencia de un formalismo, deba ser más débil que el formalismo cuya 
consistencia está demostrada. La lógica es más débil que el formalismo, si cada enunciado lógico 
tiene una contraparte formal mientras que no todo enunciado formal tiene una contraparte lógica. 
Hilbert afirma que su lógica no contiene el principio no restringido del tercero excluido aunque el 
formalismo de las matemáticas no lo contenga. La perspectiva profesada por Brouwer es que ésta 
lógica de Hilbert no contiene de hecho el principio implícitamente. 

Ahora bien, la afirmación de Brouwer es notable por al menos dos razones. Primero, porque 
es anterior a que Gódel demostrase que la lógica débil, o las metamatemáticas, que Hilbert 
pretendía emplear para demostrar la consistencia del formalismo (sustancialmente) de las 
matemáticas clásicas, no es equivalente a su tarea. El marco de trabajo de los métodos 
metamatemáticos tiene que ensancharse. Cierto es que el ensanchamiento propuesto no equivalía 
a la adopción del principio del tercero excluido. Pero adoptar el principio de la inducción 
transfinita como parte de su lógica débil o de sus metamatemáticas es, desde el punto de vista 
intuicionista, casi tanto como una admisión de circularidad como lo hubiera sido la adopción de 
la ley del tercero excluido. En efecto, cuanto más sólida se hace la lógica o las metamatemáticas. 
en comparación con el formalismo cuya consistencia ha sido metamatemáticamente demostrada, 
menos vale la pena mientras el programa de Hilbert parece estar. 

Hay una segunda característica notable en el reporte de Brouwer sobre su intuición evidente. 
Tiene relación no solo con la circularidad de los intentos de Hilbert y de sus seguidores por 
demostrar sin la ley lógica del tercero excluido la consistencia de un formalismo que contiene el 
correspondiente principio formal. Sino que afirma además la circularidad de cualquier intento 
semejante. 

Se debe, no obstante, enfatizar que la perspicacia de Brouwer no solo ha sido confirmada 
independientemente por la demostración de Gódel sobre la inadecuación de las metamatemáticas 
originales. Se puede argumentar que las metamatemáticas podrán estar lo suficientemente 
fortificadas por la introducción de otros principios antes que por la ley del tercero excluido. 
Seguramente no confirma lo mismo respecto a todas las posibles metamatemáticas. El 
conocimiento de Brouwer bien puede ser verdaderamente conocimiento. Aquellos que no lo 
poseen solo pueden esperar hasta que lo alcanzan por el; o hasta que, alternativamente, surjan 
otras pruebas que muestren que, en contra de la expectativa, la diferencia de fuerza entre los 
sistemas metamatemáticos dados por un lado, y los formalismos cuya consistencia se ha internado 
demostrar por otro, es meramente aparente o despreciable. 

No todo el mundo está preparado para reconocer la existencia de una facultad de la intuición, 
que piensa diferentemente respecto a la percepción sensible, que aprehende objetos particulares 
como dados. Hay muchos filósofos que sostienen que la introspección no revela la presencia de 
ninguna facultad intuitiva del tipo kantiano o brouweriano. Negar tal facultad implica negar 
implícitamente el punto de vista positivo de Brouwer acerca del infinito potencialmente existente 
—secuencias de procedimiento infinito—, en el sentido de ser constructibles intuitivamente. La 
cuestión aquí no es la de decidir si, o en qué sentido, las secuencias de procedimiento infinito 
existen, sino mostrar que un enunciado a este efecto no es un reporte de una experiencia evidente 


intersubjetiva. Los reportes contradictorios, sobre la misma experiencia intersubjetiva, bastan 
siempre para mostrar si es evidente. Y es la presunta evidencia intuitiva de tales secuencias la que 
subyace a la pretensión de la concepción intuicionista del infinito, que es la única “real” o 
“inteligible”, y no, más bien, otra entre un número dado de alternativas, matemáticamente 
equivalentes, además de ser tal vez conveniente en diferentes grados, para diferentes propósitos. 
Un finitista estricto negaría la existencia (constructible) de las secuencias de procedimiento 
infinito, de una manera muy parecida a la de los intuicionistas que niegan la existencia de los 
infinitos reales. Las secuencias de procedimiento infinito, podrían argumentar, sobrepasan la 
capacidad humana para aprehender las mismas. Podemos imaginar un proceso de adición de 
trazos, hasta cierto punto; pero entonces llegaría un punto tras el que la percepción y la intuición 
no podrían tomar lugar. Para imaginar “en principio” que el proceso continúa sin detenerse, no 
hay que imaginar más. En efecto, uno puede imaginar solo un poco en principio a medida que 
puede percibir (o intuir) en principio. En cada caso los términos marcan la transición desde la 
aprehensión de particulares hasta el entretenimiento de los enunciados lógicamente posibles pero 
perceptualmente (e intuitivamente) vacíos. 

El que el intuicionismo vaya más allá del grabado de lo que se encuentra o lo que es 
constructible tanto en la intuición como en la percepción (más allá de lo que es nach anschaulicher 
Beshaffenheit bestimmt [determinado según las características visuales]) fue argitido por Hilbert 
y por Bernays en el primer volumen —anterior a Gódel— de su tratado.! Además, si la objeción 
se tomaba sobre el uso intuicionista de la negación y la doble negación, implicando que las 
construcciones irrealizables sean tan intuitivamente claras como las realizables, entonces 
precisamente la misma objeción se podía tomar razonablemente en contra de las secuencias de 
procedimiento infinito. 

La filosofía intuicionista de las matemáticas debe de distinguirse agudamente de las propias 
matemáticas intuicionistas. Los argumentos aducidos aquí contra la postura intuicionista son 
solamente contra de su filosofía; y en particular contra la pretensión de que las matemáticas 
intuicionistas no son meramente una entre muchas posibles alternativas sino las únicas respaldadas 
por construcciones evidentes. De forma similar los argumentos a favor o en contra de la filosofía 
de Kant de la geometría —su tatareo de que la geometría euclidiana es la única respaldada por 
la intuición y las construcciones intuitivas— no toca la cuestión de los méritos o deméritos 
matemáticos de la geometría euclidiana. 

Es en efecto probable que las matemáticas intuicionistas en alineación con el programa de 
Brouwer continúen floreciendo, sean o no sus tesis aceptables como pensamientos evidentes. 
Muchos matemáticos están profundamente interesados en sus problemas sin estar 
perceptiblemente interesados en su privilegiado status. La creencia en la satisfacibilidad del 
programa intuicionista no se ha agitado. Ya no es posible deducir las “matemáticas” a partir de la 
“lógica” a la manera de Frege; o demostrar con los métodos finitos de Hilbert que las matemáticas 
clásicas son consistentes. Todavía es posible proponer las matemáticas intuicionistas como 
concebidas originalmente. 


4. Interrelaciones entre formalismo y el intuicionismo 


Las críticas del intuicionismo objetan cierta vaguedad en su delimitación del objeto a tratar y 
de los métodos de las matemáticas. También objetan la íntima conexión de las matemáticas 


L Op. cit., vol. 1, p. 43. 


intuicionistas con la psicología intuicionista. Sin embargo, las matemáticas están bastante 
separadas de la filosofía —las demostraciones matemáticas intuicionistas tienen el mismo “rigor” 
que las no intuicionistas halladas en los trabajos de los matemáticos clásicos. Además, las 
codificaciones de las matemáticas intuicionistas se pueden mostrar, bajo ciertas interpretaciones, 
como isomórficas con los sistemas formales.' La principal función de la filosofía intuicionista es, 
como ya hemos visto, la de establecer posturas para las matemáticas intuicionistas. Se consideran 
como el único sistema “real”, “apropiado”, o “inteligible” de las matemáticas entre un número 
cada vez mayor de competidores. 

De todas formas, la filosofía intuicionista, particularmente en su insistencia en que la 
existencia matemática es constructibilidad, junto con su rechazo de la ley del tercero excluido y 
los infinitos reales, ha influido considerablemente en el desarrollo de las matemáticas y de la 
filosofía de las matemáticas. Uno se encuentra frecuentemente con el deseo de combinar las 
intenciones intuicionistas con la precisión formalista. Como consecuencia de esta mutua 
interacción, la aguda división entre matemáticos y filósofos en lógica, formalistas e intuicionistas, 
que nunca ha sido tan realista, excepto para los protagonistas de estos movimiento, es con bastante 
probabilidad, una pérdida de mucho de su valor y una conversión en poco menos que un 
dispositivo pedagógico. 

Al hablar sobre la teoría de las funciones recursivas, vimos cómo daban cierta precisión a la 
noción de demostraciones constructivas en términos de tales funciones. En esta conexión debemos 
mencionar también la interpretación de Kleen de las matemáticas intuicionistas en términos de lo 
que él llamaba realizabilidad recursiva. Propuso esta noción como un análisis numérico teórico 
preciso de la menos precisa noción de ser un teorema matemático intuicionista.? 

Es justo, creo, decir que —y es principalmente el resultado de la crítica intuicionista de las 
antiguas concepciones, y de sus logros matemáticos— un escepticismo general concerniente a los 
teoremas de existencia no cualificados, no respaldados por construcciones de ninguna tipo, se 
está propagando por cada esquina de las matemáticas. Se requieren generalmente justificaciones 
más o menos precisas para los teoremas de existencia, o al menos se requiere encontrarlo 
deseables, cuando sea que estos teoremas tengan relación con los números reales o con las 
propiedades de los números reales. El día de la aplicación ilimitada y despreocupada de la ley del 
tercero excluido, o el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto infinitos, parece que ya 
ha pasado. En menor medida lo mismo se aplica a la práctica de lidiar con antinomias por medio 
de remedios ad hoc, tales como la teoría de los tipos. 

Un sistema que, aunque no tan radical como el intuicionismo, aun así muestra su influencia 
en muchos respectos, fue construido en 1918 por Weyl.? Weyl aceptaba la ley del tercero excluido 
para los números naturales (y para los números racionales) pero no para los números reales o las 
propiedades de los números reales. El fundamento absoluto para él para todas las construcciones 
matemáticas era “la secuencia infinita de los números naturales y el concepto de existencia relativo 
a estos”.* 

Los números naturales en su infinita totalidad , y los enunciados al efecto de que un número 
es el sucesor inmediato de otro o el que dos símbolos representen el mismo número, forman la 

| Esta cuestión fue investigada por Gódel, Kleene y otros. Véase Kleene, op. cit. 
2 Kleene, op. cit., pp. 501 ff. 


3 Véase Das Kontinuum, Gotinga, 1918 y 1932, también los últimos artículos, especialmente “Úber die neue 
Grundlagenkrise der Mathematik”, Math. Zeitschrift, 1921, vol. 25; reimpreso en Grundlagen der Mathematik de 
Becker. 


% Kont., p. 37. 


base de las construcciones matemáticas. Aquí Weyl está de acuerdo con el procedimiento clásico 
del análisis matemático. También está de acuerdo con la valoración de Russell sobre la definición 
de ciertos conceptos en la teoría clásica de conjuntos, especialmente el concepto de número real, 
que está basado en un círculo 

vicioso. Este defecto, insistía Weyl, debe ser erradicado, no por prescripciones ad hoc o por 
prohibiciones, sino por la formulación explícita de los principios para la construcciones de hecho 
de entidades matemáticas. La mera definición de categoría de objetos establece sin ningún medio 
“que tiene sentido hablar de los objetos que entran en ella como totalidad determinante e 
idealmente completa”. No establece que la categoría esté “denotacionalmente definida” 
(unfansdefinit).' 

El contenido positivo de la definibilidad denotacional está determinada por Weyl por una parte 
por su estratificación provisional de las propiedades de los objetos en niveles, y por la indicación 
de reglas para la construcción de unas propiedades y objetos de segundo nivel o superior, de 
aquellos del primer nivel. 

“Solo hay una sola categoría fundamental de objetos,” dice, “los números naturales; además de 
las relaciones unarias, binarias, ternarias... entre tales números. Todos estas son llamadas 
relaciones de primer nivel; el número de variables (Unbestimmten) que involucra.” Ahora viene 
el segundo nivel. “Las relaciones de segundo nivel son relaciones cuyas variables son en parte 
arbitrariamente número naturales, en parte arbitrariamente relaciones de primer nivel. La categoría 
a la que tal relación de segundo nivel pertenece es determinada por su número de variables, y por 
las categorías de objetos, a los que cada una de sus variables se refiere. Las relaciones de tercer 
nivel son aquellas en las que se dan relaciones variables con el segundo nivel, etc. A cada categoría 
K de relaciones le corresponde una relación € (x, x”, ...; X), que quiere decir: x, x”, ... tienen una 
relación X entre sí. X es aquí una relación variable (unbestimmte) de categoría K, y las variables 
x, x”, ... se refieren a las mismas categorías de objetos que las variables de las relaciones X de la 
categoría K. Estas relaciones € son usadas junto con las relaciones FF de primer nivel (las relaciones 
que cada entero lleva a su sucesor y solo a este) como la material inicial (para el proceso 
constructivo).? 

Trataré de no repetir las ocho reglas de Weyl para la construcción de nuevas propiedades 
matemáticas para la acción de aquellas disponibles del primer nivel. Dos cuestiones generales, 
empero, requieren atención. Primera, la estratificación anteriormente descrita en niveles es 
destruida por una de sus reglas. Este es el conocido principio de sustitución que controla la 
saturación de las funciones proposicionales, tales como R(X, X), donde los lugares insaturados 
(Leerstellen) se refieren a los conjuntos de niveles superiores a 1 y que permiten bajo ciertas 
condiciones específicas la construcción de conjuntos de menor forma a partir de conjuntos de nivel 
superior. Segunda, si R(x, y) es una función proposicional, la cuantificación existencial —(1x)R(x, 
y)— está permitida solo si el lugar insaturado a cuantificar se refiere al número natural o a la 
secuencia ordenada de números naturales.* 

Al admitir solo conjuntos construidos de cierta forma, uno por supuesto restringe también la 
misma noción general de función que se empezó a utilizar desde Dirichlet y Cantor. Para mostrar 
esto trataré primero de dar la definición usual del concepto general de función y citaré dos 
comentarios sobre ello, uno de Hausdorff, quien la aceptaba sin reserva, y otro de Weyl quien la 


l Becker, Op, cit., p. 339. 
Ñ Becker, op, cit., p. 341. 
3 Kont., p. 29. 


rechazaba. 

Podemos empezar definiendo una relación como un conjunto de coplas, tripletes, ..., n tuplas 
ordenadas. Sea R un conjunto de coplas ordenadas y (a, b) una de ellas. Dos coplas ordenadas, 
digamos (a, b) y (c, d), son equivalentes si y solo si sus primeros y sus segundos miembros son 
respectivamente equivalentes, esto es, si a = c y b = d. Esto implica en particular que (a, b) X (b, 
a) excepto en el caso especial en el que a = b. El conjunto de todos los primeros miembros de las 
coplas ordenadas de R es llamado “dominio”, el conjunto de todos los segundos miembros el 
“rango” de R. (Pensar en el primer miembro como una coordenada x y en el segundo como una 
coordenada y ayuda al entendimiento.) 

En general cada primer miembro (cada coordenada x) puede corresponder a uno o más 
segundos miembros (coordenadas y); y cada segundo miembro a uno o más primeros miembros. 
Si, no obstante, la correspondencia es tal que cada segundo miembro corresponde a uno a más 
primeros miembros, pero para cada primer miembro le corresponde solo un segundo miembro, 
entonces la correspondencia es una función “sobre” (o “de”) el conjunto de los primeros miembros 
“en” el conjunto de los segundos miembros. Si, además, para cada segundo miembro le 
corresponde solo un primer miembro, entonces la función es biúnica o es una correspondencia 
bidireccional. Un gráfico es una buena analogía visual para una función —sea o no biúnica. La 
definición de conjuntos de tripletes ordenados etc. y de sus correspondientes funciones procede 
de la misma forma. 

Al deliberar sobre ésta noción de función Hausdorff enfatiza en que no importa en absoluto 
mediante qué regla se establezca la correspondencia entre el primero y el segundo miembro. Es 
“esencial”, dice, “si esta regla está determinada por “expresiones analíticas” o de otra forma, 
inesencial si nuestro conocimiento o el significado a nuestra disposición permite la determinación 
de hecho de fía) incluso para un único a”.! 

La noción general de una función como la descrita anteriormente debe de abandonarse en las 
matemáticas de Weyl. Aquí está su estimación de la situación: ““El desarrollo moderno de de las 
matemáticas ha dejado el pensamiento de que los principios algebraicos especiales constructivos 
desde los cuales el viejo análisis procedía es mucho más estrecho —no solo por la construcción 
lógicamente natural y general del análisis, sino también desde el punto de vista del rol que el 
concepto de función tiene que tomar al adquirir conocimiento de estas leyes que gobiernan los 
procesos materiales. El lugar de estos principios algebraicos de la construcción debe de tomarse 
por principios lógicos. Renunciar a tales construcciones por completo, como al análisis moderno, 
para juzgar desde la forma verbal de sus definiciones, intentar hacerlo (aunque, afortunadamente, 
incluso aquí lo que se dice y lo que se hace dos cosas diferentes), querrá decir perderse por 
completo en la niebla...” ? 

Weyl no pretendía que su sistema fuera el único fundamento posible para el análisis. Pretendía, 
sin embargo, que su reconstrucción estuviera libre de círculos viciosos y de postulado “no 
naturales”; que su estructura fuera transparente y lo suficientemente fuerte como para adoptar, en 
su formulación matemática, las leyes de la naturaleza descubiertas por la física contemporánea. 
Entre el continuo de la percepción por un lado y el continuo de los números reales como 
construcciones según los principios de Wey]l por el otro, todavía queda un “profundo abismo”.* La 
naturaleza del continuo de la percepción —-—más precisamente de la percepción pura o de la 
intuición— la consideraba expuesta más cerca de las matemáticas de Brouwer, en las que se 
volvía uno de los más distinguidos exponentes.?* 


l Kont., p. 16. 2 Kont., p.35 3 Kont., p.71. Véase, por ejemplo, Becker, p. 344. 


Otro sistema importante y altamente original que muestra la influencia del formalismo, de sus 
críticas intuicionistas y el trabajo de Wey]l es el de la lógica operativa de Lorenzen.' 

El tema en cuestión de las matemáticas operativas son los cálculos o los sistemas formales en 
el sentido de Curry. Al considerar los métodos de demostración y los métodos de construcción de 
los objetos matemáticos, Lorenzen hasta cierto punto retrocede hasta los primeros trabajos de 
Weyl. Su meta es la de proveer —por usar las palabras de Weyl de nuevo— una “construcción 
lógicamente natural y general de análisis”; en sus propias palabras, para no usar “ningún 
prohibición innecesaria o arbitraria” de modo que “el marco de trabajo metódico sea tan amplio 
como sea posible”.? Él, por lo tanto, no necesitaba que todos los enunciados fuesen efectivos o 
intuicionistamente verdaderos; lo que necesitaba era que la teoría fuese definida —no 
denotacionalmente definida, sino “demostracionalmente definida” (bewwisdefinit). 

Si la figura x es derivable en un cálculo K —por ejemplo, en el cálculo proposicional o en una 
partida de ajedrez jugada por una persona que solo está interesada en encontrar qué posición puede 
surgir en esta—entonces el enunciado “x es derivable en K” está definido (demostracionalmente). 
De modo que el enunciado “x no es derivable de K” es debido a que conocemos lo que se deriva 
de x en K, esto es, el refutamiento del enunciado. Una regla R es “admisible” en K si tras su adición 
ninguna otra figura es derivable en K. Está admisiblemente definida por lo tanto en términos de la 
derivabilidad y su no derivabilidad, y de su “definición”. La definición de definibilidad es esta: 
“(1) Cada enunciado que es decidible por operaciones esquemáticas tiene que estar definido. (11) 
Si para un enunciado está determinado un procedimiento definido de demostración o de refutación 
(ein definiter Beweis-oder Widerlegungsbegriff) entonces el propio enunciado está definido, más 
precisamente definido demostracionalmente o refutacionalmente.” * 

No es posible resumir aquí el trabajo de Lorenzen. Pero se debería comentar entre otras cosas 
que logró al reemplazar los conjunto de enteros y los conjuntos de orden superior de Cantor por 
una noción demostracionalmente definida —una noción que usaba al reconstruir la aritmética de 
número reales y gran parte del análisis clásico. Los principales medios para conseguir esto fue la 
estratificación del lenguaje en niveles reminiscentes de Weyl —la estratificación sin embargo no 
fue más provisional. Una de las consecuencias más sorprendentes de su procedimiento fue que la 
diferencia entre los conjuntos numerables y los conjuntos no numerables se volvió relativa. Un 
conjunto numerable en un nivel puede no serlo en otro. (El carácter relativo de esta noción de 
numerabilidad fue recalcada por Skolem en 1922.) 

Si olvidamos por un momento las posturas filosóficas generales que en sus diferentes formas 
han inspirado las muchas reconstrucciones de las matemáticas clásicas; y si por un momento 
también olvidamos la cuestión de si todos los sistemas matemáticos que han sido hasta el momento 
construidos tiene en un común un núcleo o cualquier característica en común para distinguirlas 
como específicamente los enunciados y teorías de las matemáticas, podemos sentirnos tentados a 
ampliar la situación más o menos como sigue; Varios escritores se han encontrado a sí mismos 
insatisfechos con las matemáticas clásicas debido a sus antinomias, debido a su falta de rigor, 
debido a este y aquel defecto. Han presentado varios desideratas que han sentido que una teoría 
matemática debería estar completa, y que han establecido el reemplazo de las viejas matemáticas 
por un sistema que consista en estas desideratas, preservando debidamente tanto de las antiguas 
como, consistentemente con ellas, se puede preservar. A veces se demuestra necesario relajar los 


l Véase Einfiihrung in die operative Logik und Mathematik, Berlín, 1955. 
2 Qp. cit., p. 5. 
3-Qp. cit. p. 6. 


requerimientos originales —como en el caso del logicismo y el formalismo; a veces se sacrifica 
más de las partes renunciadas de las antiguas matemáticas que fueron pensadas como preservables. 

Podemos asumir que cada desiderata matemático (en la formación de conceptos y enunciados 
en la demostración matemática) ha sido, en la medida de lo posible, satisfecho o tomado como 
satisfacible por algún otro matemático competente. Y entonces, aunque todavía estemos olvidando 
nuestro interés filosófico, podríamos estar de acuerdo con que al final como resultado, se habrán 
divisado muchos nuevos sistemas de las matemáticas, y se le habrán proporcionado a muchas 
teorías antiguas nuevos fundamentos. La imagen es más tranquilizadora: 


“Hay nueve y sesenta formas de construir endechas 
tribales, 
Y —cada—una—de—ellas—está—bien!” 


Las matemáticas, podríamos concluir, es lo que todos los matemáticos hacen; los cimientos 
de las matemáticas son lo que sobre algunos de ellos trabajan, y la filosofía de las matemáticas 
solo es el informe de estas actividad con la debida humildad. Tal humildad, sin embargo, no 
siempre es mostrada por los filósofos; y no nos intimidamos aquí por ello. Al final del capítulo I 
traté de trazar una filosofía de las matemáticas puras y aplicadas examinando la relación de las 
matemáticas con la percepción; y trataré de concluir con algunos sucintos comentarios sobre la 
relación entre las matemáticas y la filosofía. Hasta cierto punto los precedentes capítulos críticos 
(HI, V, VID) han preparado el camino para lo que sigue. 


VII 


LA NATURALEZA DE LAS MATEMÁTICAS PURAS Y APLICADAS 


En los capítulos precedentes nos hemos topado con varias respuestas mutuamente incompatibles 
a la pregunta “¿Qué son las matemáticas puras?”. Son lógica, diría el logicista puro; la 
manipulación de figuras en los cálculos, diría el formalista; construcciones en el medio de la 
intuición temporal, diría el intuicionista; enunciados que abandonamos más rápidamente que 
algunos enunciados de la lógica y mucho menos rápidamente que los enunciados empíricos, diría 
el pragmático lógico. Y hay posturas intermedias. El progreso de la lógica matemática desde Boole 
y Frege ha hecho muy poca diferencia para la continuación de las disputas filosóficas acerca de la 
naturaleza de las matemáticas. 

Puede ser que la pregunta no admita una sola respuesta simple y nos confunda sugerir tal cosa. 
De forma similar la pregunta “¿Por qué la gente obedece a la ley?” sugiere que no hay una sola 
respuesta simple, por ejemplo, “por beneplácito”, “por miedo”, “por hábito” —cada respuesta 
estaría dignificada por una teoría altisonante sobre la obligación política. Se ha sugerido que la 
respuesta a la última pregunta es “Por todo tipo de razones diferentes”; y se podría sugerir 
igualmente que la respuesta a la pregunta “¿Qué son las matemáticas puras?” es “todo tipo de 
diferentes cosas”. 

Una variante más sutil de esta misma respuesta obtusa fue dada de hecho por Wittgenstein — 
por ejemplo en el siguiente pasaje en el que examina el tipo de semejanzas con varios juegos, 
“Suegos del lenguaje” y en particular los “juegos del lenguaje” matemáticos, que soportan 
cualquier otro: “Y el resultado de esta examinación es: hemos visto una red complicada de 
similitudes superpuestas y cruzadas; a veces similitudes en conjunto, a veces similitudes en 
detalle. 

“No puedo pensar en una expresión mejor para caracterizar estas similitudes que “familia de 
semejanzas”; para las muchas semejanzas entre los miembros de una familia: constitución, rasgos, 
color de ojos, forma de andar, temperamento, etc., superpuestas y cruzadas de la misma forma. Y 
podría decirse: “juegos” para una familia. 

“Y por ejemplo los tipos de números forman una familia de la misma forma. ¿Por qué 
llamamos a veces a algo “número”? Bueno, tal vez porque tiene una relación —directa— con 
multitud de cosas que han sido llamadas hasta ahora números; y eso puede decirse para dar una 
relación indirecta con otras cosas que llamamos por el mismo nombre. Y podemos extender 
nuestro concepto de número como si le diéramos vuelta a un hilo y doblasemos una fibra sobre 
otra. Y la fuerza del hilo no reside en el hecho de que algunas fibras recorren toda su extensión, 
sino por el solapamiento de muchas fibras. 

“Pero si alguien dijese “Hay algo en común a todas esas construcciones —a saber, la 
disyunción de todas las propiedades en común”, yo podría replicar: “Ahora solo estás jugando con 
palabras. Uno podría asimismo decir: Algo recorre todo el hilo —a saber, el solapamiento 
continuo de las fibras.”” * 

Ahora Wittgenstein abandona la búsqueda de cualquier característica que distinga las 
proposiciones de las matemáticas puras de otras proposiciones. Uno bien podría concordar con él, 
y todavía intentar encontrar un núcleo en común en todas las teorías de las matemáticas puras — 


] Philosophical Investigations, traducido por G. E. M. Anscombe, Oxford, 1953, $$ 66, 67. 


algunas asunción o construcción que pudiera discernirse entre todas ellas bastante aparte de la 
“complicada red de similitudes superpuesta y cruzadas”. La propuesta fue realizada, por ejemplo, 
por Bernays y, como señaló éste, por Fries antes que él, cuya filosofía está, por supuesto, 
íntimamente relacionada con la de Kant. El siguiente pasaje muestra muchas similitudes con 
pasajes de Grundlagen der Mathematik, de Hibert y de Bernays.' 

“La investigación sobre los cimientos de las matemáticas ha mostrado dos cosas. Primero, 
que cierto tipo de cognición puramente perceptual (rein-anschaulich) debe de tomarse como el 
punto de partida para las matemáticas y que en efecto uno no puede desarrollar ni siquiera la lógica 
como la teoría de los juicios e inferencias sin recurrir hasta cierto punto a tal cognición perceptual. 
Lo que se quiere decir aquí se refiere a la representación perceptual de preparativos discretos (des 
Diskreten), de los cuales tomamos nuestras representaciones primitivas combinatorias, en 
particular la de las sucesiones. La aritmética constructiva se desarrolla conforme a esta cognición 
perceptual elemental. En segundo lugar vemos que la aritmética constructiva no es suficiente para 
las matemáticas cuantitativas (Gróssenlehre), sino que debemos, para este propósito, añadir 
ciertas concepciones definidas relativas a las totalidades de objetos matemáticos (die sich auf die 
Totalitiáit von Inbegriffen mathematischer Objekte beziehen), por ejemplo, la totalidad de los 
números y la totalidad de los conjuntos de números.” 

Una teoría matemática consiste de esta forma en un núcleo de información perceptual o, como 
se inclina a pensar Bernays, de —+en el sentido kantiano— información intuitiva y de 
construcciones intuitivas y perceptuales, rodeadas en algunos caos por varias idealizaciones 
perceptuales relativas a sus totalidades ideales. 

He argiúido que una “idealización” de la percepción tiene relación con el pensamiento 
matemático incluso tras la introducción de las totalidades infinitas. Incluso tales nociones 
elementales, como unidades matemáticas capaces de ser matemáticamente añadidas, —aunque 
las unidades y las operación se definan tras la forma de Frege, de Hilbert o de Brouwer— deben 
ser distinguidas de las correspondientes nociones elementales de unidades empíricas capaces de 
ser añadidas empíricamente. Los conceptos matemáticos son exactos, esto es, no admiten casos 
neutrales o fronterizos, mientras que los correspondientes conceptos empíricos son inexactos. El 
que esta exactitud de los conceptos, enunciados y teorías matemáticas sea un rasgo importante 
distinguido de las matemáticas empíricas fue, por supuesto, claramente visto Platón, y en tiempo 
más recientes —al menos en la medida en que la geometría está involucrada— por Feliz Kelin 
entre otros. El que, sea lo que sea verdad para los conceptos empíricos, las matemáticos sean 
exactos, se ha enunciado explícitamente por Frege,? y ha sido, hasta donde yo sé, aceptado por 
todos los filósofos de las matemáticas, y por todos los matemáticos. Por dar un ejemplo de un 
trabajo matemático elegido al azar: “Todo lo que se necesita para que un conjunto E esté definido”, 
dice el autor de una conocida monografía sobre el integral de Lebesgue, “* es el que podamos decir 
sobre cualquier objeto si es o no un miembro de E.” *? 

No creo que los filósofos de las matemáticas aprecien la relevancia de la diferencia entre los 
conceptos exactos e inexactos y la cuestión sobre la naturaleza de las matemáticas puras y 
aplicadas. Esto se debe principalmente a que la lógica de los conceptos inexactos no ha recibido 


l Se ha tomado de “Die Grundgedanken der Fries'schen Schule in ihrem Verháltniss zum heutigen Stande der 
Wissenschaft" en Abhandlungen der Fries “schen Schule, Neue Folge, Gotinga, 1930, vol. V, 2. 


2 Grundgesetze, vol. 2, $ 56. 
3 The Lebesgue Integral, J. C. Burkill, Cambridge, 1951. 


la atención que merecía. Puede negligentemente deberse, en cambio, a la confusión de los 
conceptos inexactos, que admiten casos fronterizos, con expresiones ambiguas u oscuras, cuyo 
significado o uso no está determinado claramente. Sin un punto de vista claro sobre las relaciones 
lógicas entre los conceptos inexactos, la tesis de que los conceptos matemáticos son conceptos 
perceptuales (inexactos) deberá permanecer siendo demasiado brumosa. Idealizar implica 
idealizar algo en otra cosa, y a menos que conozcamos el punto de partida tan bien como el 
producto terminado de la operación, la operación en sí misma no puede entenderse por completo. 

El propósito de este capítulo es el de trazar una filosofía de las matemáticas puras y aplicadas 
hasta el punto en el que sus tesis principales puedan aprehenderse y compararse con otras posturas 
filosóficas. Sus rasgos más distintivos reposan sobre consecuencias extraídas al considerar las 
relaciones lógicas entre los conceptos exactos, entre los conceptos inexactos, y entre los conceptos 
exactos e inexactos. Empezaré, por lo tanto, exhibiendo tentativamente algunos rasgos simples de 
la lógica de los conceptos exactos e inexactos. 

Al considerar las matemáticas puras me he propuesto argumentar que los conceptos y los 
enunciados de cualquier teoría matemática (existente) son —en el preciso sentido de los 
términos— puramente exactos, que están desconectados de la percepción, y que en la medida en 
que una teoría matemática contiene enunciados existenciales estos, a diferencia de, por ejemplo, 
los enunciados empíricos y teológicos de importe existencial, no son únicos. Al considerar las 
matemáticas aplicadas trataré, básicamente, de argumentar que la “aplicación” de las matemáticas 
puras consiste en intercambiar enunciados perceptuales y puramente exactos en el servicio de 
cierto propósito. 

Tras crear el significado de estas tesis aclarándolas y arguyendo en su favor concluiré con una 
sucinta discusión sobre la relación entre las matemáticas y la filosofía. 


1. Conceptos exactos e inexactos 


Para nuestro propósito no es necesario enumerar las condiciones —si en efecto tal 
enumeración es posible— en la que una cosa pueda ser usada como signo y más particularmente 
como concepto (atributo, predicado, función proposicional, etc.). Será suficiente con algunos 
comentarios sobre está cuestión.' 

Una cosa es usada como signo o, más brevemente y menos precisamente, es un signo, solo si 
los usos correctos e incorrectos se pueden distinguir. Es decir que si debe ser en principio posible 
formular reglas para su uso que son capaces de cumplirse y de violarse por el comportamiento de 
una persona para la que la intención de cumplir estas reglas puede ser imputada. El terreno para 
la imputación puede ser tal que pudiéramos justificarnos al enunciar que la persona está 
completamente al tanto de su intención o que meramente se comporta como si tuviera tal 
intención. Entre estos extremos reposa una gran variedad de casos intermedios. Todas estas 
posibilidades se cubrirán diciendo que la persona ha adoptado las reglas y, que cuando no hay 
necesidad de especificar el adoptante, las reglas controlan el signo. 

Un signo es un concepto solo si las reglas rectoras incluyen la regla de referencia, esto es, una 
regla para su asignación o rechazo a objetos en el más amplio sentido del término, que cubre la 
información perceptual, cosas físicas, eventos, colores, números, patrones geométricos —para 
abreviar, todo lo que es capaz de tener signos asignados. (Las reglas de la mayoría de juego, por 


l Para un tratamiento más completo, véase Conceptual Thinking, Cambridge, 1955, Dover Publications, Nueva 
York, 1959. 


ejemplo, el ajedrez, no son conceptos de reglas rectoras.) Vale la pena enfatizar que el uso del 
término “objeto”, y el correspondiente uso del término “concepto”, es —y está destinado a ser— 
compatible con todo tipo de convicciones ontológicas sobre los objetos que son y que no son 
“reales”. Tales ontologías, como hemos tenido ocasión de observar al comparar el nominalismo 
de Russell con el realismo de Frege al considerar el número, están usualmente implementadas, 
aunque no reveladas, por un adecuada distinción entre símbolos completos (categóricos, 
autosemánticos) e incompletos (idénticos categóricamente, idénticos semánticamente 
[syncategorematic, systematic]); y lo que sigue se puede reconciliar fácilmente con cualquier 
ontología y consecuente con cualquier teoría de símbolos incompletos y sus apropiadas 
definiciones contextuales. Un sistema conceptual debe por lo tanto contener conceptos sobre 
reglas rectoras. El que sea también cierto para un lenguaje en el sentido de “juego de lenguaje”, 
no me queda claro. 

Una regla, digamos r, para la asignación o rechazo de un signo, digamos U, será aquí llamada 
regla inexacta de referencia, y U concepto inexacto, si las siguientes dos condiciones se cumplen. 
(1) La primera concierne a los posibles resultados de la asignación o rechazo de U a los objetos. 
Está: (a) el caso en el que la asignación de U a algún objeto conforme a r mientras que el rechazo 
la violaría; en cuyo caso el objeto, diremos, es un candidato positivo para U y, para la persona que 
realiza la asignación, una instancia positiva de U; (b) el caso en el que el rechazo de U de algún 
objeto conforme a r mientras que el asignamiento la violaría; en cuyo evento el objeto es un 
candidato negativo para U y, para la persona que realiza el rechazo, una instancia negativa de U; 
(c) el caso en el que tanto la asignación como el rechazo a U a algún objeto conforme a r; en cuyo 
caso el objeto es un candidato neural para U. Para la persona que asigna U al objeto, es una 
instancia positiva, y para la persona que rechaza U al objeto, es negativa. 

(11) La segunda condición concierne a la naturaleza de los candidatos neutrales para el 
concepto inexacto U. Si definimos un concepto, digamos V, al requerir que el candidato neural de 
U sea un candidato positivo de V, V tendrá de nuevo candidatos positivos, negativos y neutrales. 
(Ejemplo: sea U el concepto inexacto “verde” y V el concepto “tener candidatos neutrales para 
“verde” como sus candidatos positivos”. V es inexacto.) Unos pocos comentarios sobre esta 
definición nos librarán del malentendido. (Nada en este capítulo usará la segunda condición, que, 
sin embargo, parece importante para un entendimiento profundo de los temas aquí introducidos.) 

El que un concepto sea inexacto, o exacto para el caso, es una característica del concepto sobre 
reglas rectoras; no depende del inventario del mundo. La posibilidad de candidatos neutrales, y 
no sus ocurrencias, caracteriza un concepto como inexacto. Sin embargo, la mayoría de los 
enunciados que son relevantes para nuestro propósito podrían reemplazarse por otros en los que 
la “inexactitud de un concepto” se defina en términos no de candidatos neutrales posibles sino de 
hecho. Las controversias que rodean el problema —no siempre muy claras— entre los lógicos 
“intencionales” y “extensionales” puede, en ocasiones, evitarse. 

Un concepto es inexacto si tanto sus asignaciones como sus rechazos para algún objeto cumple 
las reglas rectoras. Lo que no se sabe o no se puede saber es si el que un concepto esté 
correctamente asignado a o rechazado de un objeto no lo hace inexacto. En particular, un concepto 
cuya asignación o rechazo es indecidible por ciertos métodos permisibles no es, en este sentido, 
inexacto. De nuevo, la incertidumbre sobre si ciertas reglas para la asignación o rechazo de un 
término debería adoptarse no implica que el término sea un concepto inexacto. 


Por ejemplo, uno podría dudar de si el uso de la inducción transfinita está permitida al asegurar 
la consistencia de la teoría clásica de números; en otras palabras, si un argumento usado es una 
“prueba” y si establece un “teorema”. Estos dos términos son usados como conceptos exactos, 
tanto por un matemático que admite como por otro que rechaza el método de la inducción 
transfinita. Y la duda tiene que ver con que los conceptos exactos de “demostración” y de 
“teorema” se acepten.' 

Un concepto exacto no puede tener ningún candidato neutral. Para tal concepto la distinción 
entre candidatos e instancias no tiene sentido; y la cláusula (c) de la primera condición (junto con 
la segunda condición) no tiene aplicación. Es posible definir las relaciones lógicas entre conceptos, 
y la formación de conceptos compuestos por medio de conectivos, para los conceptos exactos e 
inexactos simultáneamente y de tal forma que para los conceptos exactos estas definiciones se 
reducen a aquellas que son conocidas en la lógica de conceptos exactos. De esta forma uno podría 
llegar a la lógica generalizada en la que la lógica de los conceptos exactos y la lógica de los 
conceptos inexactos son casos especiales. Aquí solo se toman los primeros pasos en esta dirección. 

Los conceptos U y V en cuyas relaciones lógicas estamos interesados pueden ser exactos O 
inexactos. Para simplificar la deliberación tomaremos la razonable asunción de que para cada 
concepto exacto hay disponible un candidato positivo y uno negativo y que para cada concepto 
inexacto en adición también un candidato neutral. Con objeto de distinguir entre las posibles 
relaciones que se pueden mantener entre U y Ves conveniente proceder por dos pasos. El primer 
paso es el de considerar solo sus relaciones con respecto a sus candidatos negativos y positivos 
solo, esto es, ignorar aquellos objetos que son candidatos neutrales para U o V o ambos. Esta 
relación se llamará relación provisional y se escribirá entre corchetes. El segundo paso es el de 
considerar las relaciones que se pueden mantener si además los candidatos neutrales separados y 
en común para U y para V y sus posibles elecciones como instancias positivas y negativas de estos 
conceptos son tomadas en consideración. Tales relaciones se llamarán definitivas y se escribirán 
entre llaves. (Las relaciones provisionales son, por así decirlo, halladas tras las elecciones; las 
relaciones definitivas son halladas tras las elecciones y representaciones de posibles resultados 
para estas.) 

Las siguientes relaciones provisionales distinguen: 


(1) [U < V], esto es, la inclusión provisional de U en V, se define como: U y V tiene al menos 
un candidato positivo en común; y ningún candidato positivo de U es un candidato negativo de V. 
[U > V] es lo mismo que [V < Ul; y [U S V] es lo mismo que la conjunción de [U < V] y 
[V < Ul. 

(11) [U | V], esto es, la exclusión provisional entre U y V, se define como: Cada concepto 
tiene al menos un candidato positivo que es un candidato negativo en el otro y U y V no tiene 
candidatos positivos en común. 

(1) [U o V], esto es, el solapamiento provisional de U y de V, se define como: U y V tiene 
al menos un candidato positivo en común, y cada uno de los dos conceptos tiene un candidato 
positivo que es un candidato negativo para el otro. 

(iv) [U ? V], esto es, la indeterminación provisional entre U y V, se define como: No se 
mantiene ninguna de las anteriores relaciones. —Esta posibilidad no puede surgir en la lógica de 
los conceptos exactos. 


l Véase Kleene, op. cit., pp. 476 ff. 


Las posibles relaciones definitivas (inclusión definitiva, exclusión definitiva, solapamiento 
definitivo e indeterminación definitiva) son definidas de la misma forma que las correspondientes 
relaciones provisionales —tomando el lugar de los corchetes las llaves, “definittvo/a” tomando el 
lugar de “provisional” e “instancia” tomando el lugar de “candidato”. 

Ahora indagaremos en la forma mediante la cual las relaciones provisionales pueden 
cambiarse por elección de los candidatos neutrales separados y en común para U y V—si alguno— 
por instancias positivas o negativas de estos conceptos. Claramente no se puede cambiar un 
solapamiento provisional por una relación definitiva diferente. Si tenemos [U O V] debemos tener 
LU o V). De nuevo, una inclusión provisional no puede ser cambiada por una exclusión definitiva 
y vice versa, estoes,  si[U<V], entonces, no imparte que candidatos neutrales estén disponibles 
para la elección de instancias positivas o negativas de U o de V, no podemos se puede dar nunca 
(U | V); y si [U | V] no se puede dar nunca (U < V). Por otra parte, una inclusión provisional es 
compatible con un solapamiento definitivo. Por ejemplo, si [U < V] (pero no además [V < U]), si 
xo es un candidato neutral en común con U y V, y si xo es elegido como una instancia positiva de 
U y negativa para V, entonces (U O V]. De forma similar una exclusión provisional [U < V] es 
compatible con un solapamiento definitivo [U O V), por ejemplo, si xo es un candidato neutral 
común para U y V y es elegido como instancia positiva de uno y también si es una instancia 
positiva del otro. La indeterminación provisional es compatible con una inclusión definitiva y una 
exclusión definitiva y a veces también con un solapamiento definitivo. 

La distinción entre relaciones provisionales y definitivas puede usarse al definir las siguientes 
relaciones lógicas entre cualesquiera dos —exactos o inexactos— conceptos de la siguiente forma: 


(1) U< Y, esto es, la inclusión de U en V, se define como: La relación provisional entre U y 
V es una inclusión y además la única relación definitiva posible es una inclusión. U> Vy Us V 
se definen de forma similar. 

(11) U| V, esto es, la exclusión entre U y V, se define como: La relación provisional entre U 
y V es la exclusión y la única relación definitiva posible es también la exclusión. 

(111) U o V, esto es, el solapamiento de U y V, se define como: La relación provisional entre 
U y V es un solapamiento y la única relación definitiva posible es también el solapamiento. 

(iv) U <o V, esto es, la inclusión-solapamiento de U y V, se define como: La relación 
provisional entre U y V es la inclusión y la dos relaciones definitivas posibles son la inclusión y 
el solapamiento. (De forma similar para U 0> V.) 

(v) U 0 V, esto es, la exclusión-solapamiento de U y V, se define como: La relación 
provisional entre U y Ves la exclusión y las dos relaciones definitivas posibles son la exclusión y 
el solapamiento. 

(vi) U ? V, esto es, la indeterminación entre U y V, se define como: La relación provisional 
es la indeterminación. Esto implica que las relaciones definitivas posibles son la inclusión, la 
exclusión y a veces también el solapamiento. (Esta posibilidad, aunque de poco interés para 
nuestros inmediatos propósitos, merece consideración.) 


Si U y V son ambos exactos, entonces solamente las relaciones de la (1) a la (111) pueden 
sostenerse y las conocidas relaciones lógicas entre los conceptos exactos encuentran su lugar en 
el esquema mayor. Vale la pena enfatizar que (1v) no es una alternancia de (1) y (111) y que (v) no 
es una alternancia de (11) y de (111). 

Al definir las anteriores relaciones lógicas ninguna restricción se ha asumido para la elección 
de candidatos neutrales y ni siquiera la elección de los mismos candidatos neutrales para un 


concepto U como instancias positivas y negativas de ésta se ha olvidado. En consecuencia la 
relación lógica de un concepto inexacto U consigo mismo es U <0 U y no U < U, Por si un objeto 
es un candidato neutral de U podemos elegir al mismo tiempo si es un candidato positivo y si es 
candidato negativo de U. 

El que la relación lógica entre un concepto inexacto y su complemento no sea la exclusión es 
además esperable de para cualquier definición natural de definición de “complemento”, que 
encajaría tanto en los conceptos exactos como en los inexactos. Digamos que U y U son 
complementos uno del otro si, y solo si, cada candidato positivo de uno es un candidato negativo 
del otro, cada candidato negativo de uno es un candidato positivo del otro, y si cada candidato 
neutral de uno es un candidato neutral del otro. Entonces la relación lógica entre un concepto 
inexacto U y su complemento Ues Ud UynoU|UÚ. 

La libertad de elección de candidato neutral para un concepto como sus instancias positiva O 
negativas puede ser, y es en la mayoría de sistemas conceptuales, restringida por convenciones 
adicionales. Debemos, sin embargo, ser cautos para percatarnos sobre dos puntos acerca de estos. 
Primeramente, ninguna convención restrictiva anula los candidatos neutrales de los conceptos 
inexactos; meramente añade reglas rectoras de su elección y de este modo añade las reglas rectoras 
de los conceptos inexactos. En segundo lugar, hay una variedad de convenciones restrictivas 
alternativas. Estos dos punto se ilustrarán con los siguientes ejemplos, aunque solo el primero es 
estrictamente relevante para nuestro presente propósito. 

Las convenciones restrictivas pueden ser generales o especiales —las convenciones generales 
conciernen a cualquier concepto, las convenciones especiales solo a ciertos conceptos. Un ejemplo 
de convención general es la regla al efecto de que si un candidato neutral ha sido elegido como 
instancia positiva (negativa) de un concepto cualquiera U, no solo debe ser elegido como instancia 
negativa (positiva) de este. Una consecuencia obvia de esa convención es que en lugar 
de U <o U, que se mantiene cuando todas las decisiones son independientes de las anteriores, 
tenemos ahora U < U. La convención general, por así decirlo, “sobreimpone” la inclusión en la 
original inclusión-solapamiento. 

Como ejemplo de convención especial, considérese dos conceptos P y O, digamos “verde” y 
“azul” que están relacionados en la forma P 0 O. Si añadimos la convención de que cualquier 
candidato neutral que haya sido elegido como instancia positiva (negativa) de un de los dos deberá 
ser elegida como negativa (positiva) para la otra, entonces resultará en que la relación P | O se 
sobreimpone a la relación original P 0 O. La necesidad lógica de cierto enunciado modal —tal 
como “Sea lo que sea lo que es verde, no es, necesariamente, azul”— es debida al hecho de que 
su negación violaría algunas convenciones especiales adaptadas que restringen la independencia 
de decisiones pretéritas. Dado que las convenciones especiales son relevantes solo para la 
aplicación de conceptos inexactos, la lógica de los conceptos exactos puede ignorar tales 
enunciados modales. Esto se puede hacer solo en una lógica de conceptos inexactos ensanchada 
con convenciones restrictivas convenientes. No hay necesidad aquí de prolongar más este tema. 

Así como las relaciones lógicas que son posibles entre los conceptos se incrementan en 
número al considerar los inexactos en adición a los exactos, del mismo modo y por la misma 
razón, el número de posibilidades de formar nuevos conceptos a partir de algunos disponibles por 
medio de conectivos lógicos también los incrementa. Resulta de nuevo deseable definir los 
conceptos compuestos de tal forma que para aquellos que son exactos la definición se reduzca a 
los conocidos. Esto podría hacerse de la siguiente forma. 

La suma de dos conceptos, digamos U y V, puede definirse con la siguiente estipulación: (a) 
un objeto es un candidato positivo de (U + V) —en palabras U o V— si, y solo si, es un candidato 


positivo de alguno de los dos; (b) es un candidato negativo de (U + V) si, y solo si, es un candidato 
negativo de ambos; y (c) es un candidato neutral de (U + V) en todos los demás casos. La definición 
se puede extender fácilmente a cualquier suma finita de conceptos, y dependiendo de la actitud 
que tenga uno, hasta las sumas infinitas incluso. La suma se define en términos de candidatos para 
los conceptos de miembros y no en términos de instancias y su compatibilidad con restricciones 
generales y especiales de la independencia de la elección de candidatos neutrales en instancias 
positivas y negativas. Si U y V son exactos entonces (U + V) es la conocida suma de conceptos 
exactos. 

El producto (U . V) puede definirse como sigue: (a) un objeto es un candidato positivo de 
(U . V) si, y solo si, es un candidato positivo de alguno de los dos; (b) es un candidato negativo de 
(U . V) sí, y solo si, es un candidato negativo de uno o de ambos; y (c) es un candidato neutral 
de (U. V) en todos los demás casos. La definición se puede extender fácilmente a más miembros, 
y se reduce, para los conceptos exactos, a la definición usual,. Los mimos se aplica si la definición 
de un complemento U que fue dada anteriormente. 

Estas definiciones generalizadas de suma, producto y complemento son consistentes. Su 
aplicación genera teoremas que son en su mayor parte generalizaciones obvias de teoremas de la 
lógica exacta. Las leyes asociativa, distributiva y conmutativa son obviamente válidas. También 
lo son las llamadas leyes de Morgan, por ejemplo U + V=U.. V: para nuestras definiciones un 
objeto es un candidato positivo, negativo o neutral de (U + V ) sí, y solo si, es respectivamente en 
candadito positivo, negativo o neutral de (U . V). 

Podemos, por supuesto, introducir además el “concepto nulo” O, para el que cada objeto es 
un candidato negativo: y su completo absoluto el “concepto universal” O, para el que cada objeto 
es un candidato positivo. Si A es un concepto exacto entonces mediante nuestra —y la usual — 
definición de “+”, “” y , (A, A) representa el concepto nulo y (4 + A) representa el concepto 
universal. Pero esto no es cierto en general. Si P es un concepto inexacto entonces (P . P) y (P + 
P) tiene candidatos neutrales; y esto también se aplica a la suma, el producto y a cada uno de sus 
miembros. 

En conjunto, las definiciones propuestas se ajustan al uso acostumbrado de “o”, “y” y “no”. 
Es posible definir tras el modo usual y los demás conectivos, y podemos construir un cálculo 
generalizado con una interpretación en términos de conceptos inexactos y exactos. Para los 
propósitos presentes las precedentes definiciones y comentarios serán suficientes. 

Los compuestos de conceptos inexactos pueden ser exactos o inexactos. Considérese un 
sistema conceptual que contiene un concepto exacto A y conceptos inexactos P1, ..., Pn y es tal 
que las siguientes condiciones se cumplen: (1) para todo candidato positivo de A es un candidato 
positivo para algunos P y para cada candidato negativo de A es un candidato negativo para cada 
P; (11) para cada candidato neutral para algunos P es un candidato positivo para otro P; (111) para 
cada candidato positivo y negativo para los P respectivamente exhausta los candidatos positivos 
y negativos para A. Entonces P¡ + P2 +... + Pn=A y la propia suma de conceptos inexactos es 
exacta. (Ejemplo: “coloreado”, que puede ser asumido como exacto, y su especie inexacta tal 
como “verde”, etc.) 

Si A es un concepto exacto con especie inexacta —siendo U el nombre de la especie de V 
si U < V o bien U <o V. Por nada en general el carácter exacto o inexacto no solo de un concepto, 
sino también de una especie, se vuelven posibles algunas distinciones finas. Las siguientes 
definiciones de conceptos puramente exactos e internamente inexactos nos serán de particular 
utilidad. Un concepto es puramente exacto si, y solo si, todas sus especies son exactas. (Dado que 
cada concepto es una especie de sí mismo, un concepto puramente exacto es exacto.) Un concepto 


es internamente inexacto si, y solo si, cada una de sus especies es inexacta o bien una subespecie 
es inexacta. Por ejemplo, el concepto aritmético “ser un número primo” es puramente exacto; el 
concepto “coloreado”, aunque en muchos de sus uso es exacto, es internamente inexacto; el 
concepto “verde” es tanto inexacto como internamente inexacto. 

Si A es exacto, P inexacto y (A + P) no está vacío, entonces (A + P) es una especie inexacta 
de A (por ejemplo, A = “ser un número primo”, P = “ser admirado por los pitagóricos”). Los 
conceptos como P, y los conceptos inexactos en general, no están ni disponibles ni son permisibles 
en los sistemas de Cantor, de Frege ni en el de sus sucesores incluidos todos los matemáticos 
puros. En efecto, estos teóricos insisten, como hemos visto, con diferentes expresiones y por 
diferentes razones, en que cada rasgo de las matemáticas puras al que nos referimos diciendo que 
es un concepto, es puramente exacto. 

Las características perceptuales que en la literatura filosófica se llaman a veces 
““determinables” [“determinables”] o “respectos de probabilidad” [“respects of likeness””], tales 
como “color”, “forma”, etc., son todos ellos internamente inexactos. Particularmente, si un objeto 
perceptual se asemeja a otro, digamos, con respecto a su “color” determinable, entonces los 
objetos deben de ser candidatos positivos o neutrales de una o más especies de determinables, por 
ejemplo, “verde”, “azul”, etc. Estos enunciados de semejanza con respecto a los determinantes 
presupone el empleo de conceptos inexactos y deberían por sí mismo ser suficientes para mostrar 
que la distinción entre los conceptos exactos y los inexactos no es trivial ni filosóficamente 
insignificante y que la construcción de un lógica generaliza de conceptos exactos e inexactos es 
por completo digna. 

La íntima conexión entre la lógica de los conceptos inexactos y los exactos por una parte y las 
nociones de semejanza entre objetos perceptuales, y de propiedades determinables por otra, se 
puede considerar de dos formas. Uno podría primeramente señalar que hay un límite más allá del 
cual uno no puede comunicar el significado o uso de una característica perceptual definiendola en 
términos de otros conceptos semejantes. El camino que hay desde un definiens a otro definiens se 
detiene en algún punto, y la necesidad de ejemplificar uno o más definientia surgirá. Para 
comunicar el significado de cualquier característica perceptual, digamos de P, se tiene que 
comunicar entre otras cosas, directamente o indirectamente, una regla al efecto de la cual todas 
las semejanzas entre ciertos objetos y no las semejanzas con otros sea una instancia de P. La 
formulación de semejante regla —que he llamado “reglas ostensiva”— presupone que la noción 
de semejanza entre objetos empíricos es clara. Se muestra fácilmente que los conceptos que son 
controlados por reglas ostensivas, entre otras cosas, son inexactos. 

En segundo lugar, también es posible empezar desde el otro extremo tomando conceptos 
inexactos, sus diferencias respecto a los exactos, y las relaciones lógicas entre ellos como por 
sentados y proceder por consiguiente a la definición de varias nociones de determinabilidad y 
semejanza. Ambos enfoques tienen sus ventajas, siendo la primera en cualquier caso más obvia y 
directa.! 

Así como los objetos perceptuales que se asemejan entre sí deben de ser candidatos positivos 
o neutrales para conceptos inexactos, también los objetos matemáticos entre los que se establece 
una correspondencia bidireccional deben de ser candidatos positivos o neutrales de conceptos 
exactos. La semejanza o similaridad empírica es bastante diferente de la correspondencia 


He probado el primer enfoque en Conceptual Thinking y el segundo en Determinables and Resemblance, 
Proceeding of the Aristotelian Society, supp. vol. XXXIII, 1959. 


bidireccional o de la similaridad matemática, que Frege usaba en su definición de “número”. Al 
afirmar que la correspondencia bidireccional entre dos conjuntos de objetos matemáticos 
(digamos, el conjunto de los números racionales y el conjunto de los enteros), uno afirma que cada 
objeto que es un instancia positiva de un concepto matemático (digamos “número racional”) puede 
ser establecida con algún objeto que es una instancia positiva de otro concepto matemático 
(digamos “entero”). Los objetos de un conjunto son pares con todos los objetos del otro. Los dos 
conjuntos de instancias positivas son llamados “extensiones” o “rangos” de dos conceptos exactos 
(funciones proposicionales, etc.). La extensión de un concepto inexacto, no obstante, es en vista 
de sus candidatos neutral, que pueden ser elegidos como instancias positivas o negativas de esta, 
no está determinado. Como vimos claramente por Frege, las “extensiones” de dos conceptos, uno 
de los cuales es, o ambos son, inexactos, no pueden establecer una correspondencia bidireccional. 
Frege no acepta los conceptos inexactos. Incluso trata a los conceptos inexactos como si fuesen 
exactos —como si tuvieran extensiones claramente determinadas. 

La distinción entre los conceptos exactos y los inexactos puede, como ya hemos comentado, 
parecer trivial y filosóficamente irrelevante. La distinción entre semejanza y correspondencia 
bidireccional no tanto, claramente. Si la segunda distinción está íntimamente relacionada con la 
primera, la sospecha de trivialidad debe desaparecer; y la investigación sobre su relevancia para 
el entendimiento de la naturaleza de las matemáticas puras y aplicadas puede ser fuertemente 
rechazada a limine [desde el comienzo, desde el umbral]. 

La lógica de los conceptos inexactos y la lógica generalizada, de la cual la lógica de los 
conceptos inexactos y exactos son casos especiales, aquí solo se han comenzado —al exhibir las 
posibles relaciones lógicas entre conceptos, estableciendo algunas reglas para la formación de 
compuestos por medio de algunos conectivos, y definiendo algunas nuevas nociones en términos 
de las relaciones entre conceptos inexactos. No se necesita más para las secciones que siguen. Sin 
embargo mucho del pensamiento y habilidad técnica se necesitará para desarrollar una sistemas 
formal satisfactorio de esta lógica y algunos cambios se tendrán que realizar incluso al simple 
comienzo. 


2. Matemáticas puras desconectadas de la percepción 


En el último caso toda la matemática se podía presentar en términos de dos nociones, la de 
conjunto o rango de un concepto exacto (función proposicional, etc.), y la de función (mapeo, etc.) 
definidas en términos de “conjuntos”. Esto también es cierto para las matemáticas clásicas de la 
última construcción, sobre la que se ha deliberado en capítulos anteriores. Al reconstruir sistemas 
las nociones de conjunto y de función no se abandonan, sino que solo se restringen mediante varias 
cualificaciones. (Véase, por ejemplo, los comentarios de Hausdorff y de Weyl citados.) Los 
conceptos de las matemáticas son de este modo puramente exactos, esto es, estos y todas sus 
especies son exactos. (Según Cantor “existen” 2" subconjuntos de cualquier conjunto de números 
cardinales n y todos ellos son exactos. En los últimos sistemas no todos estos subconjuntos 
“existen”; pero aquellos que son exactos, y lo mismo es verdad para las funciones proposicionales 
o para los conceptos a los cuales estos subconjuntos pertenecen, son rangos o extensión.) 

Cada característica perceptual, por otra parte, es internamente inexacta, que, como ya dijimos, 
quiere decir que cada especie de esta es inexacta o si es exacta tiene subespecies inexactas. Un 
enunciado todavía más sólido sería defendible, a saber, que si P es una característica perceptual 
cualquiera, todas sus especies adecuadas (todas sus especies con la excepción de P) son inexactas. 


Pero el enunciado más débil y controversial será suficiente para el propósito de comparar y 
relacionar las matemáticas y la percepción. 

El que las matemáticas sean puramente exactas se ha dicho con frecuencia por parte de los 
lógicos y los matemáticos de una forma u otra y, creo yo, habrá acuerdo general. Se podría, 
empero, objetar que la exactitud de todos los conceptos matemáticos no es de su esencia, que 
podría ser un accidente histórico que más tarde o más temprano se revelará como tal, así como la 
temprana preocupación de las matemáticas por la cantidad solo se reveló como un accidente 
histórico. La objeción es meramente verbal. Si cualquier cosa cierta se ha dicho sobre las 
matemáticas como ciencia de la cantidad, todavía sigue siendo cierto para aquellas teorías que 
caen bajo la ahora abandonada definición. De forma similar, si algo cierto se ha dicho sobre las 
matemáticas puramente exactas, seguirá siendo cierto incluso si, o cuando, una noción mayor, 
incluida la de “matemáticas inexactas”, se adopte generalmente. En cualquier caso, sean lo que 
puedan ser las matemáticas inexactas, el campo de las matemáticas exactas es, y seguirá siendo, 
lo suficientemente amplio como para garantizar la atención prestada. 

La inexactitud interna de las características perceptuales también será difícilmente negada por 
cualquier que considere la estructura lógica de cualquier concepto que sea ejemplificable en la 
percepción. Aquí nos será de ayuda recordar que a menudo la misma palabra, por ejemplo, 

(triángulo) , (adición) y, como hemos visto, (número natural) es usada para diferentes 
conceptos —a saber, para conceptos matemáticos (puramente exactos) por un lado y 
características perceptuales (internamente inexactas) por otro; y para recordar los argumentos en 
contra de su unión en la filosofía logicista y formalista de las matemáticas. 

Aun así, si para el derrumbe del argumento, uno tuviera que admitir características 
perceptuales antes que aquellas que son internamente inexactas, deberíamos seguir todavía en el 
más amplio e interesante campo de las características perceptuales internamente inexactas. Tras 
esta concesión me sentiré libre de omitir las cualificaciones de “internamente inexacto” cuando 
hable de características perceptuales, y de “puramente exacto” cuando hable de conceptos 
matemáticos. 

Una precaución más contra el mal entendimiento: las características perceptuales son 
ejemplificables en la percepción. Son, o subyacen, las varias categorías como la de “ser una 
impresión sensible”, “ser un aspecto de un objeto físico”, “ser un aspecto de un proceso físico”, 
etc. Que sean o no estas categorías legítimas es una cuestión metafísica; y nuestro uso de las 
“características perceptuales” no implica ni una postura ni realista, ni fenomenalista, ni ninguna 
otra postura metafísica. 

Si un concepto matemático es puramente exacto y las características perceptuales 
internamente inexactas, las siguientes proposiciones simples que tienen que ver con la relación 
entre los conceptos exactos e inexactos y entre los conceptos puramente exactos e internamente 
inexactos adquieren importancia filosófica: 

Si IM es un concepto puramente exacto y Z es cualquier concepto internamente inexacto, 
entonces se sigue inmediatamente de la definición de exactitud pura y de inexactitud interna que 
ni I[< Z ni tampoco E < II. Dado que cada especie de Z debe, por definición, ser inexacta o tener 
una subespecie inexacta, II no se puede incluir en Z. De nuevo, dado que cada especie de II debe, 
por definición, ser exacta, =, que tiene especies inexactas, no puede ser una especie de II. 

Dado que todos los conceptos matemáticos son puramente exactos y todas las características 
perceptuales son internamente inexactas, se sigue que ningún concepto matemático incluido, o 
está incluido en, (está implicado por o implica, implica lógicamente o está lógicamente implicado, 


etc.) cualquier característica perceptual. Tendríamos que decir que los conceptos matemáticos y 
las características perceptuales están (deductivamente) desconectados. 

La tesis de la “inconexión” de las características matemáticas y perceptuales, y la 
caracterización de los conceptos matemáticos como desconectados de los perceptuales, no 
recuerda a la conocida postura de Kant sobre que los conceptos matemáticos son a priori. Pero 
Kant asumía que sus conceptos a priori, en la medida en que pertenecían a las matemáticas, 
estuvieran instanciados en la percepción, más particularmente, que fueran características de las 
estructuras perceptuales presuntamente invariables, es decir el espacio y el tiempo. Concebía los 
conceptos matemáticos como desconectados, no de las características perceptuales, sino solo de 
aquellas que eran de la percepción sensible. Nuestra tesis es más radical al no reconocer la 
distinción kantiana entre la percepción sensible y la intuición o percepción pura. La perspectiva 
de Kant implica además una postura privilegiada para ciertas teorías matemáticas, a saber, aquellas 
que presuntamente describen la percepción pura. Por último, Kant no consideraba —o no se tomó 
en serio— la distinción entre los conceptos exactos e inexactos. 

Platón distinguía entre Formas matemáticas exactas y características empíricas inexactas. 
Pero también ignoraba la posibilidad de sistemas matemáticos alternativos, y esta pudo ser una de 
las razones para su teoría metafísica de las Formas. No estuvo abierto, por supuesto, a comparar 
la lógica de los conceptos exactos y la de los conceptos inexactos de una sola vez cuando la 
primera se encontraba en sus primeros estadios. 

Resulta natural y fácil extender la tesis de la inconexión de los conceptos con los objetos, los 
enunciados y las teorías. Definimos un objeto perceptual como aquel que solo tiene características 
perceptuales, un objeto matemático como aquel que solo tiene características matemáticas: y los 
dos objetos son “inconexos” si sus características no están conectadas. Por lo tanto los objetos 
matemáticos y los perceptuales están desconectados. Definimos un enunciado como perceptual, 
si y solo si afirmarlo implica asignar o rechazar una característica perceptual a uno o más objetos; 
y lo definimos como puramente exacto, si y solo si el concepto los conceptos que están vinculados 
o desvinculados a la afirmación del enunciado son puramente exactos. Llamamos conceptos 
vinculados o desvinculados a los “conceptos constituyentes” del enunciado; y definimos dos 
enunciados como desconectados, si y solo si sus conceptos constituyentes están desconectados. 
Los enunciados matemáticos y perceptuales están de este modo desconectados. Por último, 
llamamos a una teoría puramente exacta, si y solo si todos los enunciados y todos sus conceptos 
constituyentes de los enunciados son puramente exactos; y la llamamos perceptual si uno o más 
enunciados y, por lo tanto, uno o más conceptos constituyentes son perceptuales. Así pues, las 
teorías matemáticas y las perceptuales están desconectadas. 

Resumiendo, decimos que las matemáticas puras y la percepción están desconectadas; o que 
las matemáticas puras están desconectadas de la percepción. La última expresión sugiere que, al 
matemáticas los conceptos, los enunciados y las teorías perceptuales, uno modifica asimismo los 
conceptos perceptuales que dejan de ser perceptuales. La modificación o idealización lleva a, por 
así decirlo, la “desconexión” de la percepción. 


3. Proposiciones matemáticas de existencia 
El problema de las proposiciones matemáticas de existencia (enunciados, teoremas, 


metateoremas, etc., pero no preparativos sin interpretar de objetos pertenecientes al cálculo) es 
por lo menos tan antiguo como la discusión sobre las propias matemáticas. Las proposiciones 


matemáticas de existencia, por ejemplo, “Existe un punto euclidiano” o “Existe un primer número 
natural”, son prima facie bastante diferentes de las otras proposiciones de existencia, por ejemplo, 
“Existe una silla” o “Dios existe”. Uno debería esperar encontrar la diferencia relacionada con la 
diferencia entre los conceptos exactos e inexactos. 

Con objeto de clarificar la noción de proposición matemática de existencia será necesario 
clarificar hasta cierto punto la noción de proposición. Una vía tradicional podría caracterizar las 
proposiciones (1) por ser poseedoras de significado y (11) por ser verdaderas o falsas. Dado que 
“significado” —sentido, contenido lógico— también lo poseen los conceptos, la segunda 
característica puede servir para distinguir los conceptos de las proposiciones. Exhibir el 
significado de un concepto (proposición) implica exhibir las relaciones lógicas entre los conceptos 
que llevan a otros conceptos (proposiciones). Vamos a tener que investigar hasta cierto punto las 
relaciones lógicas entre los conceptos. Aquellas entre proposiciones depende de reglas que dirigen 
sus conceptos constituyentes por un lado, y, por otro, las reglas que dirigen aquellos constituyentes 
no conceptuales de las proposiciones relacionadas, como los conectivos, los cuantificadores, y 
otros operadores. La extensión de la lógica de los conceptos para la inclusión de los exactos así 
como de los inexactos, no lleva además a la extensión de la lógica de las proposiciones analizadas 
y sin analizar, una tarea que no se puede llevar a cabo aquí. 

La segunda característica tradicional de las proposiciones, el que sean verdaderas o falsas, es 
demasiado restrictiva. Excluye reglas de las proposiciones, dado que las reglas no son ni 
verdaderas ni falsas. La regla, por ejemplo, “No fumar antes del desayuno” —considerada aparte 
del hecho empírico de ser impuesta sobre, o ser adoptada por, alguien— no es un concepto, no es 
ni verdad ni mentira y no obstante es capaz de establecer relaciones lógicas con otras reglas, y es 
considerada, al menos por mucha gente, como una proposición. Esto es reconocido implícitamente 
por aquellos lógicos que tienen el hábito de calificar su uso de “proposición” añadiendo 
“declarativa” o “indicativa”. 

Hay una característica, no obstante, que es suficiente para distinguir las proposiciones 
(incluidas las reglas) de los conceptos, a saber, la de que los últimos, a diferencia de las 
proposiciones, sean capaces de estar asignadas a objetos. Por lo tanto, caracterizamos las 
proposiciones por (1) ser capaces de establecer relaciones lógicas y (11) por no ser capaces de estar 
asignadas a objetos. Aunque una proposición puede expresar la asignación de un concepto a un 
objeto, la proposición —la asignación— no es capaz por sí misma de ser asignada a nada. Esto 
sigue siendo cierto incluso aunque uno quisiera, no como yo, considerar las proposiciones como 
características de la “realidad” o de “el mundo como un todo”. 

Las proposiciones, en nuestro amplio sentido del término, se pueden dividir en tres clases: (a) 
proposiciones lógicas, que expresan relaciones lógicas entre conceptos y entre proposiciones: (b) 
reglas, esto es, proposiciones que son capaces de ser cumplidas o violadas por el comportamiento 
de sus usuarios; (c) proposiciones de hecho, esto es, proposiciones que no son ni reglas ni 
proposiciones lógicas.! En esta última categoría entran las proposiciones de existencia. No hay ni 
proposiciones lógicas ni reglas. La proposición “Existe un objeto, digamos x, al que un concepto, 
digamos P, puede ser asignado correctamente” ni expresa una relación lógica entre conceptos, tal 
como la inclusión, la exclusión, etc.; ni expresa una relación lógica entre proposiciones, tal como 
la deducibilidad o la incompatibilidad. Es una proposición de hecho. 

La caracterización de las proposiciones de existencia como de hecho tiene, empero, mucho 
que perder. “Existe un entero que satisface los axiomas de Peano” y “Existen los árboles” son 


l Para más detalles véase Conceptual Thinking, capítulo 3. 


proposiciones muy diferentes. Aun así ambas son de hecho. Para caracterizar las proposiciones de 
existencia de las matemáticas más acertadamente, debemos introducir todavía otra clasificación 
de proposiciones, a saber, la dicotomía en, lo que debería llamarse, las proposiciones únicas y no 
Únicas. 

Diré que una proposición, digamos p, es única, si y solo si, la incompatibilidad de p con alguna 
otra proposición, digamos q, implica que al menos una de las dos es falsa. Las proposiciones 
lógicas son únicas. Considérese, por ejemplo, las proposiciones lógicas incompatibles P | Q 
y P 0 O. Si una de las dos exhibe el significado de P y O o, más precisamente, si una de las dos 
cumple las reglas que dirigen P y O entonces la otra viola estas reglas. En este caso una de las dos 
es verdadera y la otra es falsa. La incompatibilidad de P| O con P O Q admite, por supuesto, la 
posibilidad de que ninguna de las dos pueda ser cierta, por ejemplo, debido a que P < O. En otras 
palabras la incompatibilidad de P| Q con P O Q implica que al menos una es falsa. Como otro 
ejemplo, considérese la proposición lógica “p implica lógicamente q” —<que a veces se escribe 
más precisamente como “p += q” donde el símbolo se refiere a las reglas que dirigen los tipos de 
constituyentes conceptuales y no conceptuales de un determinado lenguaje o sistema conceptual. 
Esta proposición es incompatible con, por ejemplo,”p no implica lógicamente q”. El que las dos 
sean únicas se puede ver con un argumento que es precisamente similar al anterior. Afirmar que 
la consistencia interna de una conjunción de conceptos o de proposiciones es lo mismo que afirmar 
relaciones lógicas y por tanto proposiciones únicas. 

Las reglas, a diferencia de las proposiciones lógicas, no son únicas. Porque, dado que las reglas 
no son ni verdaderas ni falsas, la mutua incompatibilidad de dos reglas no puede implicar que al 
menos una de estas sea falsa. Las reglas “No fumar antes del desayuno” y “Fumar antes del 
desayuno cada lunes” son incompatibles pero su incompatibilidad no implica que al menos una 
deba ser falsa. Lo mismo se puede mantener para las dos reglas par usar (perro) como una 
etiqueta para los perros y para usarla como etiqueta para los gatos, dado que ningún regla es 
verdadera o falsa. (Lo que es verdadero o falso es lo que uno adopta, satisface, viola, recomienda, 
etc.) 

Volvámonos ahora hacia las proposiciones de hecho, esto es, proposiciones que no son ni 
proposiciones lógicas ni reglas. Las proposiciones empíricas particulares y generales —donde 
“empíricas” podría entenderse en el sentido de Popper como falsable— son claramente únicas. De 
este modo, de las proposiciones particulares incompatibles “Todas las piezas de cobre conducen 
la electricidad” y “Existe una pieza de cobre que no conduce la electricidad”, al menos una puede 
ser falsa. La última proposición mencionada es además un ejemplo de proposición de existencia 
única. De nuevo, las proposiciones teológicas “El hombre tiene un alma inmortal” y “El hombre 
no tiene un alma inmortal” son únicas —a menos que se adopte el criterio lógico positivista de 
significancia. 

Con objeto de mostrar que las proposiciones matemáticas de existencia son únicas, realizaré 
la siguiente asunción: a saber, que un enunciado verdadero al efecto de que existe un objeto que 
tiene la propiedad P implica lógicamente que P es internamente consistente; pero que la 
consistencia interna de P no implica que un objeto que tenga P exista. Sucintamente, la existencia 
implica consistencia; pero no lo consistencia, existencia. (También asumo que el significado de 
“consistencia” y sus cognados es controversial, en el sentido de que ningún análisis o definición 
que falle al preservar como verdadero un enunciado sobre la relación entre la existencia y la 
consistencia, sea rechazado por ser inadecuado.) 

Si comparamos “Existe una pieza de cobre” y “Existe un alma inmortal”, por un lado, con 
“Existe un punto euclidiano”, por el otro, vemos que los terrenos para estos enunciados de 


existencia son bastante diferentes. La consistencia de los conceptos constituyentes es necesaria en 
todos los casos. Pero, mientras que podemos hacer que los objetos para ““un punto euclidiano” 
estén disponibles por decisión o por postulación, no podemos hacer esto mismo para “pieza de 
cobre” o para “alma inmortal”. 

Es legítimo, habiendo demostrado solo que “punto euclidiano” es internamente consistente, 
postular la existencia de puntos euclidianos, independientemente de la naturaleza del universo 
físico. Pero de esto no se sigue que al enunciar “Existe un punto euclidiano” uno esté enunciando 
nada menos que “punto euclidiano” es internamente consistente. El que esto sea falaz no solo para 
la relación general entre existencia y consistencia, sino también para la estructura de la geometría 
euclidiana tal y como la exhibe, digamos, Hilbert o Veblen: si los enunciados de existencia de la 
geometría euclidiana expresan meramente la consistencia de los conceptos de la teoría como 
expresadas por enunciados de no existencia, entonces debería ser posible eliminar de la teoría, una 
vez se haya mostrado su consistencia, todos los postulados existenciales sin eliminar ninguna de 
sus consecuencias de la teoría original. Podría ser, de este modo, posible demostrar la dependencia 
de todos los enunciados de existencia de la teoría de los enunciados de no existencia. Y esto es 
demostrablemente falso. 

La libertad para postular la disponibilidad de los puntos geométricos implica libertad para 
postular su no existencia. Esto quiere decir que aunque los enunciados “No existen puntos 
euclidianos” y “Existen puntos euclidianos” sean incompatibles, esta incompatibilidad no implica 
que al menos una de estos sea falso. Las dos proposiciones, aunque de hecho, no son al igual que 
las reglas, únicas. El simple resultado no se puede expresar en términos de la usual y estrecha 
caracterización de las proposiciones, que está obligada a oscurecerlas. 

Los mismos comentarios se aplican a las proposiciones matemáticas de existencia en general. 
La consistencia de cualquier concepto puramente exacto —por ejemplo, “número entero”— 
permite el postulado de objetos disponibles. Los varios conceptos de números reales e incluso de 
“entero” se caracterizan según los estrictamente finitistas, los intuicionistas y los matemáticos 
clásicos por ser tan diferentes como los conceptos de “punto” en las geometrías euclidianas y no 
euclidianas. Debemos distinguir lo más cautelosamente posible en las matemáticas puras como en 
la botánica o en la zoología entre las proposiciones de existencia y de consistencia. Pero, mientras 
que el botánico o el zoólogo no puede crear las instancias de sus conceptos autoconsistentes, el 
matemático puro puede hacer los objetos de sus conceptos autoconsistentes disponibles por su 
propio mandato [fiat]. No solo puede esto, sino que lo hace continuamente. Las proposiciones 
matemáticas de existencia de la forma “Existe un objeto tal que...” no son proposiciones de hecho 
Únicas. 

La opinión de que las proposiciones matemáticas de existencia son proposiciones lógicas 
únicas está, como hemos visto, basada en definiciones ad hoc en las que lo que se quiere decir con 
“principio lógico” —principios tales como el axioma de infinito clasificado como lógico. Incluso 
si nuestra definición de proposición lógica expresa una relación lógica entre conceptos o entre 
proposiciones se considera demasiado estrecha, ningúna proposición al efecto de que los objetos 
para los que están disponibles un concepto de consistencia interna es una proposición lógica. En 
efecto, este requerimiento negativo es una de las pruebas para la conveniencia de cualquier 
definición de “proposición lógica”. 

La opinión de que algunas proposiciones matemáticas de existencia son proposiciones de 
hecho únicas es en la filosofía formalista de las matemáticas, está basada en el presunto hecho de 
que estas describen objetos perceptuales —trazos y operaciones de trazos. Es debida a la confusión 
de las instancias y las características perceptuales inexactas con las instancias de los conceptos 


matemáticos puramente exactos. En la filosofía intuicionista la opinión de la unicidad de las 
proposiciones de existencia está basada en el presunto hecho de las construcciones evidentes, 
intersubjetivas e intuitivas. La opinión también fue rechazada anteriormente por medio de un 
viejo, aunque eficiente, argumento. 

Ya dijimos que los postulados de objetos para conceptos internamente consistentes es el 
fundamento de las proposiciones matemáticas de existencia. Esto no quiere decir que no haya 
ninguna respuesta a la pregunta de si uno debería postular de hecho tales objetos en un caso dado. 
Decir que así es, sería como decir que el hecho de que la manufactura de ciertos tipos de motores 
de coche es el fundamento de los enunciados que dicen que los motores de coche de este tipo 
existen y que esto implicaría la respuesta a la pregunta de si uno debería fabricarlos. Lo que se ha 
dicho sobre las proposiciones de existencia en las matemáticas parece ir bastante en la línea de las 
nociones de trabajo de los matemáticos. En efecto, su uso del término “postulado de existencia” 
sugiere con bastante claridad la no unicidad de las proposiciones matemáticas de existencia. 

Se podría objetar que no todas las teorías matemáticas incluyen proposiciones de existencia y 
que todos los enunciados son meramente enunciados lógicos al efecto de que los postulados 
lógicamente implican los teoremas. Una teoría matemática tendría que ser meramente una 
exhibición de significado —o una red conceptual, por así decirlo, sin ningún consideración por si 
“puede capturar algún objeto”. Pero podría contemplar la red conceptual de la zoología 
(descriptiva) con resultados completamente paralelos. Podríamos invocar la pregunta de cómo los 
objetos se proveen, en tal caso, para los conceptos o para sistemas. Para la zoología la respuesta 
será: por la información perceptual o por los objetos físicos; para las matemáticas: por postulación. 

Es recomendable evitar decir que cada teoría de la matemáticas puras contiene proposiciones 
de existencia que no son únicas, y decir en su lugar que las proposiciones de existencia que están 
o contenidas en la teoría o bien mediante las cuales se pueden suplementar el tener una 
característica. Con esto entendido podemos resumir el argumento de las dos últimas secciones de 
esta forma: cada teoría de las matemáticas puras —que son formuladas en términos de conjuntos 
y funciones o de conceptos cognados— son exactas y no únicas existencialmente. 


4. La naturaleza de las matemáticas aplicadas 


Las matemáticas puras están (lógicamente) desconectadas de la percepción. Aun así en las 
matemáticas aplicadas, particularmente en la física teórica, las matemáticas puras y la percepción 
se dan juntas. ¿Cuál es la naturaleza de esta relación? El terreno correcto para responder parece 
estar en gran medida preparado por la precedente discusión. 

Es conveniente empezar por la discusión sobre la citación de un enunciado conciso de un 
físico teórico. El enunciado es similar en espíritu a otros a los que hemos tenido la ocasión de 
referirnos, del trabajo de matemáticos y científicos que emplean las matemáticas en sus campos; 
y su número podría incrementar indefinidamente. P. A. M. Dirac | señala que la mecánica 
cuántica necesita de un aparato matemático diferente para su formulación al usado en la física 
clásica, dado que el contenido físico de las nuevas ideas “requiere que los estados de un sistema 
dinámico y las variables dinámicas estén conectadas de formas muy extrañas de forma que son 
inteligibles para el punto de vista clásico”. Procede a expresar, como sigue, su opinión general de 
la estructura de la mecánica cuántica y, parece ser, de cualquier teoría física: 

“El nuevo esquema se vuelve una teoría física precisa cuando todos los axiomas y reglas de 


The Principles of Quantum Mechanics, 3? ed., Oxford, 1947, reimpreso 1956, p. 15. 


manipulación que dirigen las cantidades matemáticas están especificados y cuando además ciertas 
leyes conectan hechos físicos con el formalismo matemático, de forma que para cualesquiera 
ecuaciones de condiciones físicas entre las cantidades matemáticas se puedan inferir y viceversa. 
En una aplicación de la teoría, uno debe dar cierta información física que uno pueda proceder a 
expresar mediante ecuaciones entre las cantidades matemáticas. Uno debería entonces deducir 
nuevas ecuaciones con la ayuda de los axiomas y las reglas de manipulación y debería concluir 
interpretando esas nuevas ecuaciones como condiciones físicas. La justificación de este esquema 
completo depende aparte de la consistencia interna del consenso de los resultados finales con los 
experimentos” 

Dirac, al hablar de las “leyes que conectan hecho físicos con el formalismo matemático”, 
procura no perjudicar la naturaleza de la conexión en términos de una correspondencia 
bidireccional entre características físicas y matemáticas u objetos, o en términos de una 
instanciación de las características matemáticas en las físicas. 

Eddindgton, que consideraba la estructura lógica de la teoría de la relatividad en su trabajo 
igualmente clásico, es, me parece a mí, menos claro. Al haber “desarrollado la geometría pura, 
que pretende ser descriptiva sobre las estructuras de relación del mundo”, formula lo que llama 
“el principio de identificación” como sigue: “Las estructuras de relación se presentan en nuestra 
experiencia como en el mundo físico consistiendo en espacio, tiempo y cosas. La transición desde 
la descripción geométrica hasta la descripción física solo puede realizarse identificando los 
tensores que miden las cantidades físicas con tensores dados en la geometría pura; y debemos 
proceder indagando primero en las propiedades experimentales que el tensor físico posee, y en la 
búsqueda de tensores geométricos que poseen estas propiedades en virtud de las identidades 
matemáticas.” 

La dificultad lleva al significado del término “identificación”. Si lo que se quiere decir es 
meramente que para ciertos propósitos, las características físicas son tratadas como si fueran 
matemáticas, entonces los comentarios de Edington deberían ser bastante similares en intención a 
los de Dirac. Si lo que se quiere decir es que la identidad de las características matemáticas y 
físicas se descubren, conjeturan o postulan, entonces el principio de identificación es falso, porque 
es incompatible con la desconectitud de las matemáticas con la percepción. Los últimos escritos 
de Eddington, en particular los que son filosóficamente explícitos, tienden a confirmar la segunda 
interpretación —que ignora la diferencia fundamental entre los conceptos puramente exactos y las 
correspondencias definidas tal como son hallados en las matemáticas puras por una parte, y los 
conceptos inexactos y las semejanzas tal como son hallados en las proposiciones perceptuales, por 
la otra. 

Con objeto de explicar la relación entre las características matemáticas y las perceptuales en 
la física teórica y en las matemáticas aplicadas en general, por fortuna no es necesario considerar 
ningúna teoría matemáticamente compleja tal como la mecánica cuántica O la teoría de la 
relatividad. Se puede considerar “sin perder la generalidad (filosófica)”, en términos de un ejemplo 
extremadamente simple que nos sirvió tanto en nuestra crítica de la perspectiva formalista de las 
matemáticas aplicadas como en la logicista. Considérese una vez más, pero ahora a la luz de 
discusiones más precisas y detalladas sobre la lógica de los conceptos exactos e inexactos, las 
proposiciones 
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dd) “1+1= 2” 
(2) “Una manzana y una manzana hacen dos manzanas”. 


La proposición (1) es una proposición de las matemáticas puras que puede ser analizada de 
muchas formas diferentes, esto es, puede ser considerada como una proposición perteneciente a 
varias teorías aritméticas, que no necesitan ser consistentes unas con otras —divergiendo por 
ejemplo en sus postulados transfinitos. (Diciendo que dos teorías tales podría ser inconsistentes, 
quiero decir que el conjunto de postulados de las dos teorías, tomadas en conjunto como definidas 
conjuntamente como no diferentes de los conceptos de números.) Empero, cada una de estas 
versiones implica solo conceptos puramente exactos. Así pues, el concepto de (1) y (2) podría, ser 
en el sentido de Frege, considerado como conceptos exactos que caracterizan unidades y coplas: 
en el sentido de Hilbert como conceptos exactos que caracterizan trazos en un papel (trazos que, 
no obstante, son considerados no como instancias positivas de conceptos inexactos, sino como de 
conceptos exactos que no admiten candidatos neutrales); o en último lugar, en el sentido de 
Brouwer como características exactas de construcciones evidentes e intuitivas. Cada una de estas 
versiones deja espacio para otras diferencias más detalladas en las reglas rectoras de estos 
conceptos exactos —en concordancia con las variantes de hecho o posibles de estas doctrinas 
principales en la filosofía de las matemáticas. Lo mismo es cierto para el análisis de la adición 
matemática. Frege considera la adición matemática como una relación puramente exacta de la 
suma lógica (o de los rangos exactos de los conceptos exactos); Hilbert como una característica 
del concepto exacto de la yuxtaposición de trazos ideales; y en último lugar, Brouwer como una 
característica exacta de la contraparte intuitiva de su operación perceptual. 

La proposición (1), aunque analizada, de esta forma implica solo conceptos puramente exactos 
y está desconectado de la percepción. Implica ciertamente, según Hilbert y Brouwer, que los 
conceptos implicados no están vacíos. Es existencial y, como hemos argumentado, no es único. 

La proposición (2) puede analizarse de dos formas diferentes. Se podría, primeramente, 
considerar esta también como puramente exacta. Esto, como hemos visto, lo hace el logicista al 
considerar (2) como una instancia de sustitución de (1) —formada por la sustitución específica de 
unidades y clases de manzanas para las unidades y clases inespecíficas de (1) y su suma lógica 
para la suma lógica inespecífica en (1). La transición sería la de dos x e y distintos y no vacíos, 
desde 


CC) € 1) áz (y € 1)) = ((x U y) € 2) 
hasta 


(Go € 1) é (oe 1)) = ((0 U yo) € 2). 


En el sistema formalista, (2) es interpretado como isomórfico con (1) —siendo las manzanas 
y sus yuxtaposiciones tácitamente consideradas como instancias de conceptos exactos. Me referiré 
aquí a cualquier transcripción de (2) que se vuelva, de la forma indicada, una proposición exacta 
como en (2a). 

La proposición (2) puede, no obstante, ser considerada también como un enunciado empírico 
sobre el resultado de alguna adición física de objetos físicos. Los conceptos “unidad física”, 
“adición física”, “copla física” —en los varios sentidos de estos términos— son todos conceptos 
internamente inexactos; y las proposiciones, en las que los constituyentes son estos conceptos 
inexactos, son asimismo internamente inconsistentes. “Una manzana y una manzana hacen dos 


manzanas” es una ley empírica de la naturaleza, que, a diferencia de “1 + 1 = 2”, es capaz de 
y > > 


confirmarse o refutarse por la experimentación y la observación. Me referiré a cualquier análisis 
de la proposición (2) que se vuelve una proposición empírica general como relacionada con 
características exactas (perceptuales) como en (2b).' 

Se ha argumentado que, en los capítulos críticos, al considerar la relación entre (1) y Ca) ni 
se roza el problema sobre lo que implica la aplicación de las matemáticas puras en la experiencia. 
Para dar un enfoque sobre la relación entre (1) y (a) en términos de lo que entre (1) y (2) se 
pueden confundir con conceptos puramente exactos, sus objetos y las proposiciones en relación 
con los conceptos internamente inexactos y sus objetos y las proposiciones relacionadas. Se hará 
caso omiso a la diferencia fundamental entre los conceptos lógicos exactos e inexactos, y su 
desconexión (lógica). 

Dado que (a) y (2b) son enteramente diferentes en estructura y dado que por lo tanto (2b) no 
es ni una instanciación de (1), ni isomórfica con ésta, la “aplicación” de (1) que resulta en (2b) — 
la idealización o matematización de (2b) por Qa)— consiste en la sustitución de (2b) por (La). 
Esta sustitución está justificada por el propósito en marcha. En particular, si (2a) sirve junto las 
otras proposiciones matemáticas como premisas para la deducción de más proposiciones 
matemáticas, y si algunas de estas se puede considerar como idealizaciones de nuevas 
proposiciones empíricas, el reemplazo original de (2b) por (La) está justificado como auxilio para 
descubrir nuevas verdades empíricas. El procedimiento de la física teórica y de las matemáticas 
aplicadas es en general el de sustituir las proposiciones empíricas por las matemáticas, para 
deducir consecuencias matemáticas a partir de premisas matemáticas, y para reemplazar algunas 
de estas consecuencias por proposiciones empíricas. El que este procedimiento pueda ser, y haya 
sido a menudo, altamente exitoso, depende de aquellos rasgos del mundo que puedan pasar por la 
ingenuidad humana. 

La diferencia entre las matemáticas aplicadas de la adición de manzanas por un lado, y la física 
de la mecánica cuántica y de la relatividad por otro, solo es una diferencia de complejidad. En la 
mecánica cuántica y en la relatividad, dos intercambios sucesivos de conceptos o proposiciones 
puramente exactos e internamente inexactos (conceptos físicos o proposiciones siendo primero 
reemplazados por los correspondientes matemáticos y después los matemáticos por los físicos) 
están usualmente separados por largas cadenas de razonamiento matemáticos, mientras que en la 
física de la adición de manzanas la cadenas que intervienen de razonamiento matemáticos pueden 
ser pequeñas o inexistentes. Además, mientras que al aplicar la geometría pura del espacio de 
Hilbert a los fenómenos físicos de la física atómica, y al aplicar el cálculo de tensores a los 
fenómenos físicos de los cuerpos móviles, no todos los conceptos o proposiciones matemáticas 
son partes con los físicos, la paridad de estos está completa en nuestro ejemplo de las manzanas. 

Se podría argumentar que frecuentemente, después de que las matemáticas puras se pudieran 
aplicar a la experiencia sensible, se debe primero extender con la introducción de nuevos 
conceptos y postulados que regulen su uso. De este modo, según Russell ? las matemáticas puras 
se extienden en una dinámica racional por la introducción de conceptos tales como “masa”, 
“velocidad”, etc., y nuevos postulados correspondientes. 

Incluso si damos por sentada la dudosa posibilidad de distinguir agudamente entre estos y los 
conceptos puramente lógicos o matemáticos, los conceptos de la dinámica racional son puramente 
exactos. “Masa” y “velocidad”, usados en la dinámica racional, están deduciblemente 
desconectados de aquellos conceptos de masa y velocidad que son característicos de la experiencia 


l Para un análisis de las leyes empíricas de la naturaleza, véase Conceptual Thinking, capítulo XI. 
2 Principles of Mathematics, 2* edición, Londres, 1937, pp. 465 ff. 


sensible, dentro y fuera de los laboratorios, y que al igual que todos los conceptos empíricos son 
internamente inexactos. (La dinámica racional no comprende los conceptos que admiten casos 
fronterizos.) En otras palabras, los conceptos de la dinámica racional establecen con sus 
contrapartes empíricas —en tal caso— la misma relación de desconexión que, por ejemplo, “la 
adición física” en sus varios sentidos con “la adición matemática”, ya sea este concepto definido 
tras el logicismo, el formalismo, el intuicionismo o cualquier otro movimiento como concepto 
puramente exacto. 

En este contexto debemos mencionar una distinción entre los conceptos de las matemáticas 
puras y las aplicadas, que es debida a Karl Menger.! Definía cantidad como un par ordenado cuyo 
primer miembro es un objeto y cuyo segundo miembro es un número. Dos cantidades son 
consistentes a menos que tengan el mismo objeto y diferente valor numérico. Si el objeto no es un 
número sino, por ejemplo, una distancia física o un acto de leer una escala, entonces la cantidad 
pertenece a las matemáticas aplicadas en lugar de a las matemáticas puras. Una clase de cantidades 
mutuamente consistentes es sucintamente llamada “fluida”. Si los primeros miembros de sus 
elementos son números la fluida es una función de las matemáticas puras. Si los primeros 
miembros de sus elementos no son números la fluida expresa una relación en las matemáticas 
aplicadas. 

El penetrante análisis de Menger en términos de estos conceptos clave llegó a mí demasiado 
tarde como para prestarle la atención que merece. Deberá ser suficiente, por lo tanto, con comentar 
que sus clases fluidas, en particular aquellas pertenecientes a las matemáticas aplicadas, son 
puramente exactos y de esta forma están deductivamente desconectados de los conceptos 
empíricos, que son internamente inexactos. 

Para resumir nuestra discusión sobre las matemática aplicadas: la “aplicación” de la 
percepción a las matemáticas puras, que está lógicamente desconectada de la percepción, consiste 
en una actividad más o menos regulada de (1) reemplazo de conceptos y proposiciones de la 
empírie por los equivalentes de las matemáticas, (11) deducción de consecuencias a partir de 
premisas matemáticas demostradas y (111) el reemplazo de algunas proposiciones matemáticas 
deducidas por empíricas. Un podría añadir (1v) la confirmación experimental de las últimas 
proposiciones mencionadas —que, no obstante,es la tarea de los científicos experimentales más 
que de los teóricos. 

La opinión emitida concuerda sustancialmente con el enunciado de Dirac, que las perspectivas 
de Neumann, y con muchos otros. Y, como ya se señaló antes, también tiene afinidades con las 
opiniones de Curry sobre las matemáticas aplicadas. La nueva característica del presente enfoque 
es la exhibición del contraste entre las proposiciones y conceptos matemáticos (puramente 
exactos) y los empíricos (internamente inexactos), un contraste que es tan claro como el simple 
teorema sobre su desconexión. 

La “aplicación” de las matemáticas con la física teórica es entendida por algunos filósofos 
contemporáneos de una forma completamente diferente. Sostienen que mediante el razonamiento 
matemático las conclusiones empíricas son deducidas directamente a partir de las premisas 
empíricas, sin el intercambio de los conceptos y proposiciones exactos e inexactos tras y antes de 
la deducción matemática. Esto se sugiere, por ejemplo, por el conocido aforismo de Benjamin 
Peirce sobre que las matemáticas son “la ciencia que traza conclusiones necesarias”. Está implícito 
también en la filosofía de las matemáticas de Kant. Podría implicar también que —o al menos 


l Véase Calculus — Un enfoque moderno, Boston, 1953, y varios artículos mencionados en el mismo. 


rechazar— en algunos escritos modernos, por ejemplo, en el excelente Scientific Explanation | de 
R. B. Braithwaite. Pero ignorar el intercambio de los conceptos exactos y los inexactos en los 
argumentos de la física teórica, es lo mismo que extender la fusión de las matemáticas y los 
conceptos empíricos desde la filosofía de las matemáticas hasta la filosofía de la ciencia. 


5. Matemáticas y filosofía 


Los matemáticos están ocupados en rellenar dos tipos de agujeros, no siempre agudamente 
distinguidos —agujeros que consisten en la ausencia de teoremas dentro de las teorías existentes, 
y agujeros que consisten en la ausencia de teorías. Las consideraciones filosóficas son más 
influenciables cuando la tarea no consiste tanto en encontrar teorema, como en encontrar teorías. 
De nuevo, serían mucho más influenciables en la construcción de teorías que intentasen proveer 
los “cimientos” de las matemáticas, más que teorías que proveyesen el aparato matemático, 
digamos, para una rama particular de la física. No se puede dudar de que al menos lo originadores 
del logicismo, del formalismo y del intuicionismo en las matemáticas hayan estado influenciados 
por asunciones, perspectiva y prejuicios de la filosofía (los llame como los llame uno) si se toman 
sus enunciados seriamente. Con objeto de ver la relación entre las matemáticas y la filosofía más 
claramente, uno bien podría considerar un poco más de cerca la útil y ampliamente usada 
distinción entre filosofía analítica y metafísica. Algún tipo de tratamiento esquemático 
simplificado será suficiente.? 

La filosofía analítica tiende a ser considerada al mismo tiempo como la exhibición del 
“significado” de los enunciados del sentido común y de los enunciados y teorías pertenecientes a 
campos especiales de investigación —siendo tal exhibición considerada como no cambiante sino 
meramente como cada vez más clara sobre lo que quiere decir. Tras la extendida adopción del 
consejo de Wittgenstein, el prestar atención no al significado sino al uso de las expresiones 
lingúísticas, sus seguidores consideraron su filosofía analítica como la exhibición de reglas 
rectoras de las expresiones lingúísticas de las creencias y teorías analizadas. El requerimiento para 
que el análisis no cambie lo que se analiza todavía se reconocía. Wittgenstein lo formula diciendo 
que “la filosofía no podría de ningún forma interferir con el uso concreto del lenguaje; solamente 
al final podrá describirlo”.? Llamo a este tipo de análisis “análisis de exhibición”. 

Sin entrar en la cuestión de hasta qué punto el análisis de exhibición es un método filosófico 
fructífero, parece obvio que no toda la filosofía, ni siquiera toda la que se persigue bajo el nombre 
de la filosofía analítica, es análisis de exhibición. Los filósofos analíticos y otros a menudo 
encuentran necesario ir más allá de la exhibición de las reglas y cambiarlas; en particular preservar 
solo algunas de las reglas que son ade- 
cuadas, mientras se reemplazan otras por algunas más convenientes, dependiendo lo adecuado de 
varias circunstancias y propósitos. De este modo, podría parecer plausible mantener que el 
conjunto de antinomias teóricas han sido traídas para iluminar un análisis de exhibición de las 
matemáticas clásicas (y puede que incluso de las creencias del sentido común); y que los 
problemas matemáticos y filosóficos resultan de este descubrimiento incluido el problema del 


! Cambridge, 1953. 

2 Para enfoques más detallados véase Conceptual Thinking, especialmente los capítulos XXX-XXXIIL, y Broad 
on Philosophical Method que aparece en el amplio volumen de la Library of Living Philosophers, ed. Schilpp. 

3 Philosophical Investigations, Oxford, 1953, p. 49. 


reemplazo adecuado de algunas reglas rectoras del término “conjunto” y sus cognados en las 
matemáticas clásicas y en el discurso común de otros. Llamo a este tipo de análisis “análisis de 
reemplazo”. 

El análisis de reemplazo por lo tanto consiste en reemplazar un analizando [analysandum] 
defectuoso por un el sondeo analizante [analysans] —un conjunto defectuoso de reglas para un 
sondeo— que proporcionarse, por supuesto, que el analizante y el analizando tuvieran lo suficiente 
en común como para justificar a uno por completo al hablar de un análisis. Si uno conoce cuando 
se ha dado satisfactoriamente un análisis de reemplazo, uno tiene que estar de acuerdo sobre (1) 
que algunos criterios más o menos claros de la sondeabilidad y (11) una relación que debe 
sostenerse entre el analizante y el analizando. Un problema en un análisis de reemplazo tendría 
por lo tanto la siguiente forma general: dado cierto criterio de sondeabilidad de reglas rectoras de 
conceptos y otros constituyentes proposicionales y dado un análisis de relación —para reemplazar 
la conjunción de la reglas defectuosas por una conjunción que sea sondeo y que se estableciera él 
análisis de relación con el conjunto defectuoso. El criterio de sondeabilidad y el análisis de 
relación que están presupuestos al crear el análisis de reemplazo podrían variar, y lo hacen, 
considerablemente, tanto en su contenido como en el grado de precisión con el que son 
formulados; aquí los zapatos de un hombre bien podrían estar en la posición de otro. La pregunta, 
por cómo la decisión entre diferentes criterios se justifica, surge inmediatamente. 

Ningún análisis de exhibición ni de relación puede justificar la decisión. El análisis de 
exhibición solo mostrará, si lo hace correctamente, la decisión que se ha tomado; el análisis de 
reemplazo solo puede proceder tras la elección o adopción del criterio sin una decisión. Al decidir 
el criterio de sondeabilidad de una teoría física o matemática uno elige un programa para la 
construcción de teorías. En el caso de las teorías físicas tal decisión está limitada por los hechos 
de la observación y la experimentación. Pero incluso cuando otros requerimientos se vuelven 
relevantes, como por agotamiento, por ejemplo, por la disputa entre Einstein y Bohr y sus 
seguidores, no tanto sobre el formalismo de la Mecánica Cuántica, sino más bien sobre su 
“inteligibilidad” o “valor explicatorio”.! En el caso de las teorías matemáticas el control de la 
experiencia, si lo hay, es como mucho indirecto; y la elección está determinada por las 
convicciones metafísicas, presuntamente basadas en perspectivas sobre la naturaleza de la 
“realidad”, o sobre la buena práctica y la tradición. Estos se vuelven efectivos como principios 
reguladores, esto es, como reglas de conducta —siendo el área de conducta la construcción de 
teorías matemáticas. 

Al considerar la estructura integral de las teorías matemáticas hay algo de espacio para el 
análisis de exhibición. Se debe decir sobre las reglas rectoras de la formación de enunciados y de 
inferencia en la teoría matemática, que no hay necesidad de exhibirlas de nuevo; o que se usan 
implícitamente para el trabajo de los matemáticos, en cuyo caso es más probable que sean 
iluminadas eventualmente por estos antes que por los filósofos que ven estas teorías desde fuera 
en lugar de desde dentro. (El axioma de elección, por ejemplo, fue creado explícitamente por el 
matemático Zermelo y las reglas rectoras del proceso de sustitución son ahora exhibidas ahora por 
el matemático Curry.) 

Cuando uno llega a la caracterización general de los conceptos, de las proposiciones y de la 
teorías de las matemáticas puras, y a la comparación de estos con otros tipos de conceptos, 
proposiciones y teorías, se vuelve posible para el análisis filosófico, en particular para el análisis 


l Véase, por ejemplo, el volumen de Einstein de la Library of Living Philosophers, ed. Schilpp, Chicago; y 
Observation and Interpretation, ed. S. Kórner y M. H. Pryce, Londres, 1957. 


de exhibición, el volverse sobre sí mismo. El filósofo es, por así decirlo, un profesional interesado 
en comparar diferentes disciplinas e investigaciones, y en comprobar las relaciones entre estas. 
Los contenidos del último capítulo de este ensayo pretenden ser una pequeña contribución al 
análisis de exhibición de las matemáticas puras y aplicadas. Porque aunque se sugiere a veces que 
el único tema en cuestión para el análisis es el lenguaje ordinario, y que el único instrumento de 
nuevo es el lenguaje ordinario, esta opinión me parece demasiado restrictiva. No veo razón por la 
que, digamos, las matemáticas no tuvieran que ser el tema en cuestión del análisis o por la que, 
digamos, la lógica de los conceptos inexactos, con alguna presentación técnica, tuviera que usarse 
como el instrumento del análisis. 

Al considerar el análisis de reemplazo, me ha concernidos los primeros siete capítulos. Cada 
una de las filosofías de las matemáticas que he discutido declaraciones sobre que la totalidad o 
parte de las matemáticas clásicas son de alguna forma defectuosas, reivindicaciones de la 
necesidad de reemplazar lo defectuoso sondeando las teorías matemáticas, e intentos por dar con 
la necesidad de las construcciones reales. Todos estamos de acuerdo en que las antinomias de la 
teoría clásica de conjuntos no son obviamente defectos que hay que diagnosticar de diferentes 
formas. El argumento usado en la diagnosis son, como ya se ha visto, principalmente argumentos 
filosóficos, esto es, argumentos que no pertenecen ni a la ciencia natural ni a la lógica. 

Los diagnósticos —por ejemplo, de que un sondeo de las matemáticas debe de deducirse de 
los principios “lógicos”, o que debe haber un formalismo cuya consistencia sea demostrada por 
métodos finitos, o que deba consistir en informes de construcciones intuitivas, y demás —todos 
diagnósticos filosóficos, y cada uno lleva a un programa y a su implementación para una teoría 
matemática. Si el programa se halla como insatisfacible se abandonará o se modificará. Pero dos 
o más programas incompatibles podrían ser todos satisfacibles y su abandono o resurrección 
podría deberse a argumentos filosóficos o incluso a modas. 

Este análisis de reemplazo, o reconstrucciones, de las teorías matemáticas en el campo de los 
“fundamentos de la matemáticas” ha sido unido de este modo a la tarea de los matemáticos y de 
los filósofos. Los programas defectuosos o satisfacibles o los programas no conocidos por ser 
insatisfacibles proceden en gran medida de argumentos filosóficos, o por usar un término más 
quemado, de argumentos matemáticos. La implementación o intento de implementación de un 
programa por otra parte es una parte de las matemáticas. En este ensayo he tratado de evitar, en 
conjunto, cualquier adición a los argumentos a favor o en contra de cualquier programa para 
encontrar todas las matemáticas sobre un tipo de teoría básica. He tratado en su lugar de mostrar 
la relación entre los programas filosóficos y su implementación en las matemáticas. En la medida 
en que esto se haya realizado exitosamente, lo que se ha dado es un análisis de exhibición o un 
análisis de reemplazo filosófico matemático. 

El principal propósito ha sido, por una parte, exhibir algunos rasgos generales de la 
reconstrucción de las matemáticas clásicas en persuasión de diferentes programas filosóficos, y 
por otra, la de exhibir algunos rasgos generales de las teorías de las matemáticas puras y aplicadas 
hasta ahora construidas. El análisis podría por supuesto haber fallado en detalle o en conjunto. 
Pero si actúa como un recordatorio de que la filosofía de las matemáticas no son ni matemáticas 
ni una mera popularización de las matemáticas, entonces podría en cierto grado haber servido a la 
causa no del todo indigna de la oposición al extendido retiro de los filósofos de la filosofía. 


APÉNDICE A 


SOBRE LA TEORÍA CLÁSICA DE LOS NÚMEROS REALES 


La teoría clásica de los números reales es en sí misma una reconstrucción de la teoría preclásica 
implícita en el trabajo de Newton, Leibniz y de sus sucesores. Dos versiones equivalentes de esta 
son dadas por Cantor y Dedekind respectivamente y variantes de estas se pueden encontrar en 
muchos libros de texos modernos sobre funciones.! Al presentar fragmentos de estas teorías para 
el beneficio del lector que no es matemático trataré de seguir a estos autores. Cabe decir que para 
introducir al lector general a ambas teorías, por ejemplo, que para la revisión de Heyting de la 
teoría clásica se tomará la versión de Cantor como punto de partida, mientras que la reconstrucción 
de Weyl empezará con la crítica de Dedekind. 

La teoría preclásica surgió en los tiempos de Grecia del teorema de Pitágoras. Considérse un 
trángulo isósceles cuyos lados equivalentes son de una longitud de 1 en un sistema de medición 


cualquiera. La longitud de la hipotenusa x = V12 +12 = /2. Si x fuera racional se podría 
respresentar por una fracción p/q donde p y q serían por supuesto enteros positivos. Podríamos 
asumir además que p y que q no tiene divisores en común. (Si tiene divisores en común podemos 
llevar a cabo siempre una división para crear así del numerados y del operador “primos relativos”.) 

De x= V2 —al sustituir p/g por x— obtenemos p/q = V2 y de este modo p?/g? = 2 que quiere 
decir que p?es divisible por 2. Esto puede ser solo si p es divisible por 2 o incluso: para un número 
extraó multiplicado por otro número extraño, y por tanto el cuadrado del número extraño, debe 
ser extraño. p es por lo tanto representable por 2r. Sustituyendo 2r por p en p? = 2g?, obtenemos 
41? = 29? o 21? = q?. Esto solo puede ser solo si q? y por tanto q se dan. Pero si p y q se dan, tiene 
en común el divisor 2 que es contrario a la asunción de que no tiene divisores en común. Se sigue 
de la solución de 1? = 2, esto es, V2 no puede ser un número racional. La práctica del tratamiento 


de V2 y de otros números semejantes como si obedecieran a todas las leyes obedecidas por los 
números racionales necesita por ende de justificación. 

Si llevamos a cabo la adición, la sustracción, la multiplicación y la división sobre números 
racionales en cualquier orden y cualquier número de veces, el resultado de nuevo será un número 
racional. Pero con respecto a la extracción de raices (y la formación de límitess de secuencias), el 
sistema de los números racionales no está de esta forma equivalentemente “cerrado”. Dedekind y 
Cantor intentarón construir una totalidad de entidades tal que (1) estuviera cerrada con respecto a 
todas las operaciones mencionadas y (11) el subsistema del mismo se “comportará” en 
concordancia con todas las leyes rectoras de los números racionales. (Más precisamente el 
subsistema sería isomórfico con el sistema de los números racionales.) 


1. La reconstrucción de Dedekind 


La presentación de Landau de la teoría comienza con la asunción de que la totalidad de los 
números naturales es debida y se caracteriza por el sistema de Peano, esto es: (1) 1 es un número 
natural. (11) Para todo número natural x existe un solo sucesor x”. (111) No existen ningún número 
cuyo sucesor sea 1. (1v) Si x= y “entonces x = y. (v) Si M es u conjunto de los números naturales 
tal que (a) 1 pertenezca a M y (b) Si provee que x pertenezca a M, x“ también pertenece a M — 


entonces M comprende todos los números naturales.! Estos axiomas se pueden y materializar 
formalizar fácilmente en, digamos, los Principia Mathematica. Así pues las reglas usuales para el 
cálculo con números naturales se pueden emplear. 

A continuación, las fracciones se introducen como pares ordenados de números naturales. La 
equivalencia entre fracciones se define como, x1/x2 siendo equivalente a y1/y2s1 y solo si x1 + y2= 
x2 + y1. Las reglas usuales rectoras del cálculo con fracciones se establecen por medio de 
definiciones y teoremas. Los números racionales, o más precisamente los números racionales 
positivos, son pues introducidos. Un número racional es un conjunto de todas las fracción que son 
exquivalentes a sus fracciones fijas. De este modo, por ejemplo, la clase (1/2, 1/4, 1/6, ...) es un 
número racional. Un número racional es llamado número completo si entre las fracciones que 
comprende (de las cuales es la clase) se da x/1, donde x es un número natural, esto es, que el 
sistema de los números naturales es isomórfico con el sistema de los número racionales teniendo 
así las mismas propiedades que los números naturales. “Hemos apartado por lo tanto a los números 
naturales, reemplazándolos por sus correspondientes números complejos y se habla de ahora en 
adelante (dado que las fracciones se ha vuelto irrelevantes)... solo de números racionales. (Los 
números naturales tanto anteriormente nombrados como los de esta línea en la noción de 
francción, y en las fracciones que quedan como elementos del conjunto, son llamados números 
racionales).” ? 

El paso decisivo en la reconstrucción de Dedekind de la vieja teoría de los números reales es 
la defición de de corte que (en la versión de Landau) pretende corresponder a la ingenua 
concepción de los números positivos reales. Un corte es un conjunto de números racionales tal 
que (1) contiene algunos, pero no todos los números racionales, (11) cada número racionales 
perteneciente al conjunto es menor que cualquier número racional que no pertenezca al mismo, 
(111) no contenga un número racional mayor. Una representación pictórica de esta definición se 
puede lograr imaginando todos los números racionales positivos en su orden natural sobre una 
línea recta. Diviendo esta línea en dos parte tal que la parte que contiene los números más 
pequeños no contenga los más grandes provee un imagen de un corte. El corte también es llamado 
la “clase menor” (de la división), mientras que su complemento es llamado “clase mayor”. Los 
miembros de la primera son llamados “menores”, los miembros de la última números “mayores”. 
(Los cortes son designados por una letra griega minúscula). 

Dos cortes, digamos £ y n, son equivalentes si y solo si cada número menor de ¿ es un número 
menor en n y viceversa; € > n, si y solo si £ tiene un número menor tal que sea un número mayor 
de n; ¿ < n, si y solo si n > €. Se puede mostrar que para dos cortes cualesquiera g y n una 
multiplicación y solo una de cortes se define y muestra como obediente de las reglas conocidas. 
(La definición de adición surge como sigue: (1) sean € y n cortes. El conjunto de todos los números 
racionales de la forma X + Y con el número menor de € y Y y el número menor de n y X siendo 
un corte. (11) Se muestra además que ningún número racional perteneciente a este conjunto puede 
representarse como la suma de números mayores de ¿ y números mayores de n), demostrando (1) 
y (11) el corte como construcción es llamada “suma de £ y n” o “E + n”.) 

Se puede mostrar que para cada número racional R, el conjunto de todos los números 
racionales < R es un corte “racional”; y que =, >, <, suma, diferencia, producto y coeficiente (si 
existen) son cortes racionales correspondientes a los antiguos conceptos empleado al lidiar con 
los números racionales. “Por lo tanto nos deshacemos de los números racionales, reemplazándolos 


1El principio de inducción. 
SS Landau, op. cit., p. 41. 


por los correspondientes cortes que de ahora en adelante se llamarán... solo cortes. (Los números 
racionales que quedan sin embargo, como elementos de conjuntos usados en la definición del 


concepto de corte.)” * Un corte que —al igual que V2— no es un racional llamado irracional. 

La totalidad de cortes que cumplen todos los requerimientos con los que una reconstrucción 
de la totalidad de los números positivos reales deben cumplir. En este punto Landau introduce el 
0 y los números negativos reales, demostrando que la totalidad de los números positivos, negativos 
y el cero tienen el requerido comportamiento. Los números reales se escriben con letras 
mayúsculas griegas —los sistemas anteriores de números positivos reales son “deshechados” de 
nuevo. 

Volvámonos ahora al teorema central de la reconstrucción de Dedekind de los números reales. 
Dada una clasificación cualquiera de todos los números reales en dos clases con las siguientes 
propiedades, a saber, que (1) haya un número en la primera clase y que haya un número en la 
segunda clase, (11) cada número de la primera clase sea menor que cualquier número de la segunda 
clase. Entonces existe exactamente un número real Y tal que cada A < Z pertenece a la primera 
clase y cada H > Z pertenece a la segunda. La demostración y la formulación del teorema 
presupone que ningún problema surge al hablar de todos los números racionales o de una 
propiedad inespecífica poseída por una subclase de todos los números reales y no por sus 
complementos. “Para prevenir objeciones”, Landau ? enfatiza en que en su opinión, “un número, 
ningún número, dos instancias, todas las cosas en una totalidad, etc., son claramente formaciones 
de palabras... “ Hemos visto que las objeciones no se ha prevenido y que deben tomarse en serio. 


2. La reconstrucción de Cantor de los números reales 


Hemos asumido que la totalildad de los números racionales con reglas rectoras dadas para el 
cálculos con estos y hemos considerado las secuencias de números racionales de la 
forma: x1, x2, ... 0 má sucintamente (x). De especial interes entre ellas, para nuestros propósitos, 
son lass llamadas secuencias de Cauchy, y se definen como sigue: * 

Una secuencia de números racionales x1, x2, ... es una secuencia de Cauchy, si y solo si para 
cada número postivo, que no sea cero, racional e existe un entero N tal que |xp — xy| < e para p > N 
y q > N. Resulta útil pensar en xp» y en x, como puntos a una distancia de xy y xp unidos por una 
origen y en |xy — xy) como la distancia entre ellos. La definición de la secuencia de Cauchy es de 
este modo más gráfica: no obstante, por muy pequeño que sea e, habrá siempre un mimebro xp tal 
que la distancia entre cualquiera de los dos en sus sucesores sería todavía más pequeña que e. (La 
operación de extraer un raíz cuadrada de 2 en una, dos, etc., posiciones decimales genera una 
secuencia de Cauchy de números racionales.) 

Dos secuencias de Cauchy [x] y [y)son equivalentes si y solo si para cada e existe un entero 
N tal que |xp — yp| < e para p > N. En otras palabras, lo que se requiere para dos secuencias de 
Cauchy equivalentes es que la distancia entre los miembros correspondientes pueda ser tan 
pequeña como se quiera como para que se puedan clasificar como tal. 

El conjunto de todas las secuencias de Cauchy que son equivalentes a otra secuencia de 


E Op. cit., p. 64. 
2 Prefacio, Op. cit. 
3 La definición es equivalente a la proporcionada anteriormente. 


Cauchy, digamos [x), se define como el número de Cauchy x. (Esta definición es precisamente 
como la definición de Frege de entero, o a la definición de dirección de un conjunto de todas las 
líneas que son paralelas a cierta línea.) Se puede mostrar que los números de Cauchy tienen todas 
las propiedades que requieren los números reales y por lo tanto puede ser considerados como una 
reconstrucción de los números rales de la “teoría preclásica”. Las definiciones relevantes y las 
definiciones no presentan dificultades. Incluso sin entrar en detalles dos rasgos de la 
reconstrucción son bastante obvios, a saber (1) la asunción de que el conjunto de todos los números 
racionales y que todos los subconjuntos de dan de hecho, (11) el carácter puramente existencial — 
no construtivo— de las definiciones de equivalencia entre dos números de Cauchy. 


APÉNDICE B 


ALGUNAS SUGERENCIAS PARA FUTURAS LECTURAS 


ESTAS sugeriencias se limitan a libros en inglés que cubren los temas de este ensayo. Con todo, 
muchos textos excelentes han sido omitidos. Muchos de los mencionados contienen útiles 
bibliografías. 


I Libros matemáticos 


Landau, E.: Grundlagen der Analysis. Traducida al inglés como Foundations of Analysis, de 
F, Steinhardt, Nueva York, 1957 

Courant, R., y Robbins, H.: What is Mathematics ?, Oxford y Nueva York, 1941 

Young, J. W. A. (editor): Monographs on Topocis of Modern Mathematics Relevant to the 
Elementary Field, Nueva York, 1955 


Los dos últimos han sido escritos primordialmente para el lector general. Proporcionan un estudio 
de los principales temas que ocupan el trabajo de los matemáticos contemporaneos y da un ligera 
idea acerca de su estilo de razonamiento. 


II Trabajos generales sobre los fundamentos de las matemáticas 


Black, M.: The Nature of Mathematics, Londres, 1933 
Wilder, R. L.: Introduction to the Foundations of Mathematics, Nueva York, 1952 
Fraenkel, A. A., Bar-Hillel, Y.: Foundations of Set Theory, Amsterdam, 1958 


El primero presta más atención a las preguntas filosóficas que los otros dos. El último contiene un 
estudio exhaustivo sobre la actual situación de la teoría de conjuntos y revisa los muchos 
formalismos empleados por matemáticos lógicos. 


Ill Libros sobre la principal tendencia logicista 


Frege, G.: Die Grundlagen der Arithmetik, texto en alemán y traducción al inglés de J. L. 
Austing, Oxford, 1950 

Frege, G.: Translations from the Philosophical Writings of Frege, de P. Geach y M. Black, 
Oxford, 1952 

Russell, B.: Introduction to Mathematical Philosophy, 2* ed., Londres, 1938 

Quine, W. V.: From a Logical Point of View, Cambridge, Mass., 1953. (Contiene “New 
Foundations of Mathematical Logic”) 

Quine, W. V.: Mathematical Logic, edición revisada, Cambridge, Mass., 1935 

Church, A.: Introduction to Mathematical Logic, vol. L., Princeton, 1956 


Los dos últimos son tratados importantes recientes 


IV Libros sobre la princial tendencia formalista 
Hilbert, D. y Ackermann, W.: Grundziige der Theoretischen Logik, 3* ed. Traducido como 
Principles of Mathematical Logic, de L. M. Hammond, G. L. Leckie, F. Steinhardt, 
editado por R. E. Luce, Nueva Yrok, 1950 
Curry, H. B.: Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics, Amsterdam, 1951 
Kleene, S. C.: Introduction to Metamathematics, Amsterdam, 1952 
El último es un tratado importante reciente. El segundo expone y defiende una filosofía formalista 
de las matemáticas. 
V Libros sobre la tendencia intuicionista 


Heyting, A.: Intuitionism— Una introducción, Amsterdam, 1956 


El único texto introductorio comprensible en inglés. 


VI Otros trabajos 
Mostowski, A.: Sentences Undecidable in Formalized Arithmetic, Amsterdam, 1952 
Tarski, A.: Introduction to Logic and the Methodology of Deductive Sciences, 2* ed. 
Londres, 1946 


El último es una de las mejores introducciones elementales a la lógica moderna. 


